APLIKASI INTEGRAL GANDA( Dr. Jemakmun, IVML.Si)
1. Aplikasi Integral Ganda Dua

Integral ganda (rangkap) dua yang bentuk umumnya : I f(xy)dA

R
dapat diaplikasikan untuk beberapa persoalan, diantaranya adalah:

a. Luas suatu Luasan (Bidang)
Luas bidang dapat dipandang sebagai integral ganda dua jika f(x,y) = 1,

sehingga integral ganda dua menjadi :
A=[[dA
R

Xp =Dy, =Yy(x) Y2=b X =x(y)
< A= _[ jdydx atau = A= I Idxdy

x=ay;=y(X) yi=a X =x(y)
Dalam koordinat polar, bentuk di atas dinyatakan dengan:

O,=p v,

A=JRJ'dA=J' J.pdpde

b=a p
Contoh :
1. Hitung luas daerah yang dibatasiolehx+y=2dan2y=x+4
Jawab :
Sebelum ditentukan luasnya, daerah tersebut digambar terlebih dahulu

A

2y =X+4

(0.2)

X+y=4

(=2,0) (2,0)




A

IdA izjydxdy j(x)gyy4dy
2(2 y)-(2y- 4)dy

2

5 I6 3y)dy

0

‘—a

=(6y—§y )£=(12—6)=6

2. Gunakan integral ganda dua untuk menentukan luas suatu luasan yang
dibatasi oleh:
3x+4y=24,x=0,y=0

Jawab

Luas luasan di atas adalah

AR) = _[ dA
R



%[24y—2y2]§

%(24.6— 2.62) - (24.0 - 2.0%)

(144 - 72)

Wl

= 24 satuan luas

b. Pusat Luasan

Misal R adalah suatu luasan yang dibatasi oleh kurva-kurva, maka

luasan tersebut mempunyai pusat luasan dan dinyatakan dengan ()_(, S/)
dengan hubungan

jdi _ JTydA

R

X = [fan dan YZF}JW

R

dengan _U dA adalah luas dari luasan dimaksud.
R

Contoh
1) Tentukan pusat luasan berikut dengan menggunakan integral ganda

dua.y=2x,y=%x,x=0,danx =2

A
Y y =2X

Pusat suatu luasan dinyatakan dengan (X; Y), dengan



jijdA [[yda

dan y =R

[[dA ~ [[da

R R

Luasan di atas dengan menggunakan integral ganda dua didapat:

A(R) :”dA

diperoleh pusat luasan yang dibatasiolehy = 2x,y=x,x=0,danx =2
adalah 1 , 1

2 2
2) Tentukan pusat luasan dengan batasanx” + y° = 4 pada kuadraI.

AY

NV




Pusat suatu luasan dinyatakan dengan (X1 Y), dengan

__ fdi _”ydA
_UdA dan ¥ = jdA

Luasan di atas dengan menggunakan integral ganda dua didapat:
A(R) = j j dA
R

7Z'

Ji
<:>i4£dydx i mdx J\/4 x* dx = IZcostZCostdt

@4(smtcost _itjz :4(£j
2 2 ), \4

T

2 4 x2 2 m 2 %
<:>.|' J'x dydx = J'[xy] dx:J'[x\/4—x2]dx=IZsintZCost2costdt
0 0 0 0 0

NN

sint cos’ tdt = —8_[ cos’t d(cost) = —%(cos3 t)oE _8

<8
3

o'—’m‘.ﬁ

o



sehingga x=-= dan y=— , diperoleh pusat luasan yang dibatasi oleh

N |wloo

0
T

x* + y*> = 4 pada kuadra I. adalah (;0)
Vs

c. Luas Permukaan Lengkung

Jika S adalah bagian dari permukaan R’ dengan persamaan z={(x,y). R’
dapat diproyeksikan pada bidang koordinat yang cocok sehingga
menghasilkan suatu daerah R pada bidang dalam ruang. Dengan demikian

fungsinya terintegralkan padaR.

2 2
1. Jika R’ diproyeksikan pada XOY maka S = j j \/1+ (@] + (@] dA
R

X oy

2 2
2. Jika R’ diproyeksikan pada YOZ maka S = [[ \/1+ (%J " (?j W
Z
R

2 2
3. Jika R’ diproyeksikan pada XOZ maka § = [[ \/1+ (?j ; (?j dA
£ X z

tanda integrasi urutannya menyesuaikan dengan bidang proyeksi, Jika

bidang proyeksinya X)Y maka dA berubah menjadi dxdy atau dx.

Contoh; Carilah luas permukaan silinder x°+:z°=16 didalam silinder
x> +y* =16
Jawab

y? =16

A
Z
X% +
/’#( x? +2%2=16
N | /




Perpotongan kedua selinder menghasilkan bangun
A
Z

/

X
dengan mengganggap bidang XOY sebagai bidang proyksi, maka

S :Lj\/l{%)z +(%TdA

z2=+16-x7, sehingga% - % dan % =0 sehingga
X z

2 16-x2 )2
8:8!' ! \/1+(—;j dydx

4
< 32 I dx = 32(4) =128 satuan luas
0

d. Volume Bangun Ruang
Volume bangun suatu ruang dapat dinyatakan dengan menggunakan

integral ganda dua dan dituliskan dengan
Vv :Hf(x,y)dA
R

X;=by,=y(x) Y2=bX,=x(y)

A= [ [fey)ydydx . e A= [ [fxy)dxdy

X =ay;=y(x) y1=a X;=x(y)



Contoh
1. Carivolume irisan 9x” + 4y’ + 36z = 36 oleh bidang z = 0
Jawab

Gambar bangun yang pembatasnya 9x* + 4y’ +36z = 36 adalah

A 9x* +4y* +362 =36

B(0,3,0)

Y

V:”f(x,y)dA

Dengan melakukan perubahan dA = dydx diperoleh

36— 9X

v _ 4E f 36— 9x —4y2 dydx

36-9x>
2 4

=— j36—9x2—4y2 dydx
0

- A L0
:_I 36y—9x2y—§y3} dx

oL 0

2 3
_ %j?,a(%\/se —9x2)—9x2(%\/36 —9x2)—g(%\/36 _ xzj dx
0



:-IlBM)——X \/W)—— 5 (369 2)7/36 — 9x2 dx
:§£18M—§X2\/W—6(36—9X2)\/de
zij(ls_a)m_9x2m+gxzmdx
——leW (———j \/de

[1124/36 — 9% —3x?4/36 — 9x?] dx

[[12,/9(4 - x?) —3x%,/9(4 — x?) dx

[36+/(4 — x*) —9%x*/(4 — x?) dx

2 N

©|H Ol Olkr

2N O¢

Oty OF

Dengan metode substitusi x = 2 sin t didapat dx = 2 cos t dx
7
Untuk x = 2 makat = 3

Untuk x =0makat=0
Sehingga

zéi[sa (4—x2) —9x* /(4 — x?) dx

[364/(4 — 4sint) —9(4sin t),/(4—4sin’t) (2costdt)

1
9

[36(2cost) —36(1— cos®t)(2cost)] 2cost dt

z
.T
0
z
i
o



Il
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4|[(2cost) — (L—cos*t)(2cost)] 2cost dt

[4 cos*t —4cos®t +4cos’t) dt

16| cos*t dt

Karena JCOSm X dX =

Maka

m

16| cos*t dt

O N[y

T

smtcos t (sintcost 1 ) 2
=1 +—t
2 2

: (0+ ©0+%]18[0+30]
2

= 3 satuan isi

sinxcos™x (m-1 .
+ ( )jcosm !

dx

Volume bangun di atas dapat juga dilakukan dengan mengubah urutan

tanda integrasi dxdy.

Dengan melakukan perubahan dA = dydx diperoleh

3J36?369x2

2
\Y =4I 4y dxdy
0 36

0

36-4y?
3V 9

_4 36 —9x* —4y” dxdy
%l |

:—H36x 3x* -4y X]W dy




3 3
:%J'36(%1/36—4y2)—3@1/36—4y2j —4y2(%w/36—4y2)dy
0
3
:%I12w/36—4y2 —%(36—4y2)1/36—4y2 —gyz 36— 4y%dx
0
3
:%Ilz\/36—4y2 — 4,36 - 4y? +gy21/36—4y2 —%yz 36 — 4y? dx
0

3
= %J‘(12—4)w/36—4y2 +(g y? —gyz)\/36—4y2 dx
0
1% 8
=5 84Oy Sy A y )ik
0

- %j’lﬁqlg— y? —%yzw/Q— y?dx
0

Dengan metode substitusi y = 3 sin t didapat dx = 3 cos t dx

Untuk x = 3 makat = %

Untukx=0makat=0
Sehingga

1t 16
§J‘16w/9— y° —Eyz 9— y?dx

IH
O t— |y

a [16+/(9 —9sin? t)——(35|nt) V9 -9sin®t] 3cost dt

[164/9(1—sin t)——(95|n t)y/9(1—sin’t)] (3cost dt)

LOIH

O'—;I\)‘Q O e NV | N

[16(3cost) —16(1—cos” t)(3cost)] cost dt

@I(JO



[48cost — 48cost + 48cos’ t] cost dt

Wl

T

2
48cos*t] dt —16 j cos’t dt
0

Ol N [N Oy

Wl

sinxcos™'x (m-1 _
Karena Icosm X dx = + ( )J'cosm 1 x dx
m

m
Maka

T

2
16Icos4t dt
0

- 3 -
_16 sint cos t+§ smtcost+1t
4 4 2 2

Ny

0

:16(O+%(0+%]—(0) =37

2. Carilah volume persekutuan silinder x> + y*> =16 dan x* +z° =16

Jawab

Gambar silinder persekutuannya adalah:

Akz

<+ ----1. - - - -
\(4,0,0)




Gambar di oktan I persekutuan silinder di atas adalah
A7

C(0,04)

'A(4,0,0) Y

B(0,4,0)
X

V=”f(x,y)dA

J16-x?
16 — x> dydx
[ y

—V16-x?

4
:2£

16-x2

_|: V16 — x> dydx
0
(y\/16 — X Em_x dx

8

— ~

=8

=8

e n O o

(16 - x2) dx

4
:8(16x—1x3j
3 )

- 45y 16.0-1
= 8[(16.4-24%)~(16.0-20)
= 8(128/3)

1024 .
= 3 satuan isi

3. Dengan menggunakan integral ganda dua, tentukan volume bangun
ruang yang dibatasi oleh bidangz=0,x+y=4dany+z=4

Jawab

Bangun persekutuan bidang seperti gambar berikut



(0,4,0)

Y JJ

V:”f(x,y)dA

X+y=4

44—y
=j j4—ydxdy
00

(4x—yx) dy

I
C—

Ot Ot——3» o

4(4-y)-y(4-y)y

(16—4y—4y+y*)dy

(16-8y+y*)dy

Il
O t——y

8 , 1.7
=116y ——y* +>y°
{y?iy 3yl

= [16.4—8.42 +1.43}—[16.0—8.02 +1.03}
3 3 3 3

3 3



4. Tentukan volume bola x’+ y’+z° =25 menggunakan integral ganda
dua.

Jawab A

Y
Dengan integral ganda dua diperole

Jrioy?

8Jr' j \r? —x% —y?dxdy

0 0

:8J2. J(r? —y?) = x*dxdy
0

Dengan menggunakan substitusi fungsi trigonometri diperoleh

= \/r’ —y®cost dandx = /r’ - y?sint

untuk x = 0 didapat t = dan untuk x = /r* — y* didapat t = %, sehingga

2 ri-y?
8] J. J(r2 = y?) — x2dxdy

h
v

<

=

ol—."'

Sy (7~ y)sintt (7~ y costyy = 8) ] (r* —y*)cos” t ditdy
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2
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2 2

5. Gambar kurva ruang x° +y* =4x

Jawab

X* +y? =4x
< x*—4x+y* =0
& (X=-2)%+y* =4

y kZ

2 . z
=8J'(r2 B yz)(SIHtCOSt +1tj2dy

T




2 Aplikasi Integral Ganda Tiga
Integral ganda tiga sebagai perluasan integral ganda dua dinyatakan

dalam bentuk umum

v=[fav

Sebagaimana telah dinyatakan pada bab III, bahwa integral ganda tiga dapat
dinyatakan dalam bentuk koordinat Cartesius, koordinat silider, dan
koordinat bola.

Jika dinyatakan dalam bentuk koordinat Cartesius maka
\Y =j”f(x,y,z)dv
R

z,=by,=y(z) x,=x(y,2)

”jf(x,y,z) dv = f I ff(X,y,Z)dxdydz

zy=a y;=y(z) X =x(y,2)

a=b 2, =2(y) %, =x(2,Y)
- J' _[ j f (x,y,z)dxdzdy

yi=a 2,=2(y) X =x(z,y)

atau

2,=bx,=x(2) y,=y(x,2)

”_[f(x, y,z) dv= I j jf(X,y,Z)dydxdz

z3=a X =x(2) y;=Y(x,2)

Xy =bz;=2(x)y,=y(z,X)
= j _[ jf(x,y,z)dydzdx
X1 =a z;=2(X) y;=X(z,x)
atau

Xa=by,=y(x)z,=2(Yy,x)

[[[teey.2ydv= [ [ [f(xy,2)dzdydx

X =a y;=y(x) z;=2(y,x)

Y2 =b X, =x(y) 2=2(x,y)
- J' j I f (x,y,z)dzdxdy

yi=a x;=x(y) zy=2(x,y)

Jika dinyatakan dalam bentuk koordinat Tabung maka



0,=p1,=p(0)2,=2(r,0)

vzj”f(x,y,z)dv [[[foro.dv= [ [ [f(r,6,2)rdzdrdg

O=a r=p(0) ,=2(r,0)
Jika dinyatakan dalam bentuk koordinat Bola maka

V:”J‘f(x,y,z)dv

0,=PB¢,=p(0) p,=p(9.0)

[[[ftogoydv="[ [  [t(p.4,0)p"singdpdgdo

Or=a $=p(0) p1=p($.0)
Selanjutnya integral ganda tiga dapat digunakan untuk menentukan volume
(isi) bendan dan secara umum volume benda dengan menggunakan integal

ganda tiga adalah
vV =[[]dv
R

dengan menganggap bahwa f(x,y,z)=1

Untuk perhitungan selanjutan dapat menggunakan koordinat Cartesius,
koordinat tabung, atau koordinat bola.

Perhatikan beberapa contoh berikut ini.

6. Dengan menggunakan integral ganda tiga tentukan Volume bangun yang

dibatasi oleh 6x+4y+3z =12

A

¢0,4)

X

(2,0,0)

Y (0,3,0)



1 L I L
Volume Limas = 5 UaS a aS X tlnggl

— X. VA
_3(2 y).
=4Sl

Dengan integral ganda tiga didapat

v=[[far

12-4y 12-6x-4y
3

6 3
= j J j dzdxdy
0

0 O
12-4y

13 6
=§j [(12—6x—4y)dxdy

0 0
3 12-4y

~ %I[IZX 3x? 4yxrdy

0

SRRy

3

!

; 8
j{zaz 4y)——(144 96y +16y?) - 8y+3y2}dy
0

3

!

1
3
1
3

1 [12 8y+ y }dy
3
:1)’(12y 4y* +— y j

_Yo)-a@2+ 2 (3 j

00
N\

==(36-36+12)=4

OOIH



SOAL-SOAL YANG HARUS DIKERJAKAN DAN JAWABAN DIKIRIMKAN
SEBELUM BATAS WAKTU YANG SUDAH DITENTUKAN

. Dengan menggunakan integral ganda dua hitunglah luas suatu luasan
berikut ini:

a. dibatasi oleh parabola y? =4—x dan y* =4—4x
b. dibatasi oleh kurva Y° =4x, x> =5-2ydanx=0

c. dikuadran I dibatasi oleh y2 =6x,y=0,danx =6

2. Tentukan volume berikut dengan menggunakan integral ganda tiga

dalam koordinat tabung

a. bola dengan persamaan x°* +y’ +z°=9
b. persekutuan silinder x* +z° =9 dan silinder x> +y* =9
c. benda pejal yang dibatasi oleh x* +y* +z° =9,di bawah olehz=10

dan secara menyamping oleh x° +y* =4



