TURUNAN PARSIAL

a. Fungsi dua peubah atau lebih

Fungsi dua peubah atau lebih dapat ditulis dalam bentuk eksplisit atau implisit. Jika
fungsi dua peubah dinyatakan dalam bentuk eksplisit, maka secara umum ditulis dalam
bentuk z = F(x,y). Sebaliknya jika fungsi dituliskan dalam bentuk implisit, secara umum
ditulis dalam bentuk F(x,y,z) = 0.
Contoh:
l. z=2x+y

2. z=In [|x> —2»"|

3. z=1-2 1(;
2sinx —sin y

4. xy+txz—yz=0

5. xy-e'siny=0

6. In |x2 —y2| —arctanzz 0
X

7. arc tan Z-2z=0
X

Pada contoh di atas, fungsi yang ditulis dalam bentuk eksplisit adalah pada contoh
1,2, dan 3. Sedangkan contoh 4, 5, 6, dan 7 adalah fungsi yang ditulis dalam bentuk
implisit. Semua fungsi dalam bentuk eksplisit dengan mudah dapat dinyatakan dalam
bentuk implisit. Akan tetapi tidak semua bentuk implisit dapat dinyatakan dalam bentuk
eksplisit.

Untuk menggambar fungsi dua peubah dapat dengan membuat sumbu-sumbu

koordinat, yaitu sumbu x, sumbu y, dan sumbu z seperti gambar berikut:



Y

b. Turunan Parsial Fungsi Dua dan Tiga Peubah

Misal z = F(x,y) adalah fungsi dengan variable bebas x dan y. Karena x dan y variable
bebas maka terdapat beberapa kemungkinan yaitu:

1. y dianggap tetap, sedangkan x berubah-ubah.

2. x dianggap tetap, sedangkan y berubah-ubah

3. x dany berubah bersama-sama sekaligus.

Pada kasus 1 dan 2 diatas mengakibatkan fungsinya menjadi fungsi satu peubah,
sehingga fungsi tersebut dapat diturunkan dengan menggunakan definisi turunan pertama
yang telah dipelajari pada kalkulus diferensial.

Definisi

Misal z = F(x,y) adalah fungsi dua peubah yang terdefinisi pada interval tertentu, turunan

parsial pertama z terhadap x dan y dinotasikan dengan —— dan a dan didefinisikan

A
oleh
z — Lim F(X +AX,_)/) _F(xay)
X A =0 INx
dan

& pim Fay +0) —F(x.,y)
g Ao oy

Asalkan limitnya ada.

Contoh :

Tentukan turunan parsial pertama dari



Jawab

X pim Fx+Dx,y) —F(x,)
S -0 Ax

_ Lim NG+ + 37 =[x+
Ix -0 Ax

 Lim G Dty =yt Ay )+
fe =0 Ax B R Rt L

_ Lim (A0’ +y’ = (x* +)7)
Nx -0 A)C

le 2XAX+A)C2
- Ix -0 2 2 2 2
BeyJ(x+ M) +y7 42+

Lim 2x +Nx
- Dx —0 2 2 2 2
\/(x+Ax) +y +\/x +y
2x

N

¥ y-O v

_ Lim NG+ o)’ —x +)y?
INx -0 Ay

_ Lim NG+ +0y) —Jx* +)” VG + (3 + A0+ 5 +57

INx -0 Ay . \/(x2+(y2 +\/X2 +y2

_ Lim (+0x)° +y’ —(x* +)7)
INx -0 Ax




Li 2xx + Ax?
= Axl—r»}/(l) 2 2 2 2
Ax\/(x+Ax) +y +\/x +y

Lim 2x + v
T Ac—0 2 2 2 2
\/(x+Ax) +y +\/x +y

B

b. z = Sin (x+y)

Jawab
& o Fx+Dx,y) —F(x,y)
o T JAN'
_ Lim Sin(x +Ax +y) —sin(x + )
N

-0 AX'
_ Lim 2005;(x+Ax+y+x+y)sin;(x+Ax+y—x—y)
Ax

Ix -0

Lim Cos(x+y +&) sin Ax
=20 2 2

Dx

. Q/}:
; I S
= 2L cos (ctyt =) Lim—£2
A0 Ax

. A
= 2%)}?8 CcOoS (X+y+7 ) le 2 l

2 cos (x+y)(1)(1/2)

cos (x+y)

g — Lim F(x,y+@/)—F(x,y)
a ao Ly

_ Lim sin(x +y +/Ay) —sin(x + )
T -0 Ny




1 .1
_ Lim 2cos5(x+y+Ay+x+y)sm§(x+y+Ay—x—y)
D 0
Ly

cos(x+y _,_&) sin Ax
2 2

Dx

zzél_rg

o Nx
: AN sin
-2 oy B i ™2
- Ax
2 Lo (2 S 1
2 meo Ax/2 2
2 cos (x+y)(1)(1/2)

= cos (xty)
Untuk memudahkan dalam menentukan turunan parcial dapat dilakukan dengan

menggunakan metode sederhana sebagai berikut. Andaikan z = F(x,y) maka untuk

menentukan o Sama artinya dengan menurunkan variabel x dan variabel y dianggap

konstan dan selanjutnya y diturunkan. Demikian pula untuk menentukan S sama

artinya dengan menurukan variable y dan variable x dianggap konstant lalu diturunkan.

Dengan cara yang sama, andaikan W = F(x,y,z) adalah fungsi tiga peubah yang

terdefinisi dalam selang tertentu maka turunan parsial pertama dinyatakan dengan

a7”/%d v berturut didefinisikan oleh:
ac * g, »dan —5 yang secara berturut didefinisikan oleh:
+ fR—
ow —Lim F(x+Mx,y,z)—F(x,y,z)
Ax —o Ax
ow — Lim F(x,y+Mv,z) —F(x,y,z)
o % v
ow _, . Fl.yz+0e)—F(x,p,2)
Oz ‘Lo JAY

Asalkan limitnya ada.

Contoh:



1. Ditentukan F(x,y,z) = xyz + 2 tan %E

Carilah turunan parsial pertamanya.

Dengan metode sederhana didapat

aF(xayBZ) 2 B_ yE
L = yr 4+ =
a O yz 1+L2 5 2 C
X
_ 2yx
T A
OF ( ) 2 EI_E
X, V,Z) __ 3
=xz +
b & 1+2 e
X
. 2x?
x(1+y?)
OF (x,y,z) _
& >

Untuk latihan para pembaca tentukan turunan persial fungsi-fungsi di bawah ini:

1. z=In J/x+»
2. z=36-x"-y’

1
3. z=3- m
4. z=xy - 2x*+3y’
5. z=arctan >

X

6. F(x,y,z) = xy—yz +xz

7. F(x,y,z) = /x> +y* +z°

8. F(x,y,z) =sin (xy) —2e ™™

_ : 24
9. F(x,y,z) = arc sin EXZ—E

TUGAS KERJAKAN SOAL NO. 2, 4, 6 DAN 8
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Selanjutnya turunan parsial fungsi dua peubah atau lebih dapat ditentukan turunan parsial
ke n, untuk n =2 turunan parsialnya dinamakan turunan parsial tingkat tinggi.

Dengan menggunakan analogi fungsi satu peubah dapat ditentukan turunan parsial
tingkat 2, 3 dan seterusnya.

Jadi andaikan z = F(x,y) maka:

Turunan parsial tingkat dua adalah oz &z o= dan I=

acz’@)z’a(:@/’ @a:

Demikian pula, jika W = F(x,y,z)

Turunan parsial tingkat dua adalah

oW OWwW OW OIW OIW OTW OIW OIW oW
&’ & THOY xETAE VA & &S

Demikian seterusnya. Banyaknya turunan tingkat ditentukan oleh rumus m ” , dimana m

banyaknya variabel dan n menunjukkan turunan ke-n

Contoh
o>
Tentukan % dan @j dari fungsi berikut:
1' 7= i
x—y
Jawab

Oz x—y)—xy(1
Dariz= xx%y , diperoleh —— = Yo —y) —ay()

Ox (x—»)°
(x—»)°
0z _x(x—y)—xy(—D
oy (x—»)°
_ X
(x—y)’
chingga - ==~ L

_OH
C oxHx—y)?



_ O(x —»)? —(—yH)(2)(x —y)(D)
(x—»*

2xy* —2y°
(x=»)*
nZz 20 f
? oy Hx—y)’

0(x —y)* —x*(2)(x —y)(—1)
(x—»)*

D

—2x° —yx?
(x=»)*

I &
2. z= R

3. z=sin3x cos 4y =dz/dx=3cos3xcos4y+sin3x(4-sin4y)

d. Differensial Total dan Turunan Total
Misal z = F(x,y), dan fungsi tersebut dapat diturunkan terhadap variable x dan vy,
maka diperoleh turuna parisal terhadap x dan turunan parsial terhadap y yang secara

berturut-turut dinotasikan dengan

O _OF(x,y)
Ew o T (1) dan
& __OF(x,y)
= 77 2
EY EY (2)
Dari (1) dan (2) diperoleh:
dz = aF(x,y) dx dan dz IMdy

Jumlah diferensialnya diperoleh:

dZ=de+a”gwdy

Bentuk di atas disebut diferensial total.

Contoh.

1. Jikar= /x*> +»> dengan x = panjang sisi yang pendek, y = panjang sisi yang panjang
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=dz/dx=3cos3xcos4y+sin3x(4-sin4y)


Differensial total

Or Or
= —dx+—d
dr 3 X 5 'y

dimana dr = Ar, dx =Ox, dx=4y

didapat
o o
Oy =5 O "‘5 Ly

2x 2y
- Dx + Ny
2 lx2 +y2 2 [x2 +y2

15 20 5
T 15420 %%\/152 +20° E_EE

155 205
258 2516
1

= — Ccm
8

2. Suatu tempat berbentuk silinder (tabung) dengan jari-jari alasnya 15 cm dan tingginya

20 cm. Karena pemuaian, tinggi slinder bertambah 0,5 cm/det dan tingginya

berkurang 1 cm/det. Hitunglah perubahan yang terjadi terhadap volume dan luas

permukaan silinder.

Jawab.

Misal jari-jari tabung r, tinggi h dan volume I, maka

1= 77°h

I=1(r,h)

=—lcm/det

Diketahui r = 15 cm, h =20, % =0,5cm/det

Dengan definisi turunan total

2|2

I =1I(r,h) dengan r dan h bergantung pada waktu t, maka diperoleh

dl _ol dr  al dh

dt Ordt Ohdt

=27Th£+772@
dt

Turunan Parsial Fungsi Implisit

Turunan Fungsi Implisit 2 Peubah



Fungsi implisit dua peubah secara umum dinyatakan dengan F(x,y) = 0.

Untuk menentukan turunan parsialnya dapat dilakukan dengan menggunakan kaidah

differensial total.
Karena f(x,y) = 0, maka df(x,y) = d(0)
Atau

Fx») I ()
o

d:
ey V=0

L Iy Fxy)dy _

ax o dx
L Iy dy __F(x»)
& dx A
F(x,y)
Y
dx I (xy)
v

d
Carilah 2 dari

dx
b. f(x,y) = xy-€" sin y = 0 (FUNGSI IMPLISIT 2 PEUBAH X DAN Y)

.. d ..
akan dicari _dy , menurut definisi turunan total
X

¥ '(x,))
dy Ox _y—e'siny

dx I (x,)) a x—e* cosy
oy

3. In(x*>+y?)- arc tan %Ez 0 (FUNGSI IMPLISIT 2 PEUBAH X DAN Y)

F(x,))
dy _ Ox

dx (X,
Y

2x+y

_xXT+yt 2x+y

2y—x x—2y

x2+y2

Turunan Fungsi Implisit 3 Peubah
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Fungsi Implisit 3 peubah secara umum dinyatakan dalam bentuk f(x,y,z) =0
Contoh:
Contoh

l. xy+yz+xz=0

2. eV —zsin %%0

3. X*+yP+2722-25=0

Fungsi Implisit 4 Peubah
BU dinyatakan dengan

1F(x, y,u,v)= 0
HG(x,y,u,v)= )

Atau ditulis dalam bentuk

F(x,y,u,v) = 0 dan G(x,y,u,v) =0

dengan x,y variable berpasangan dan u,v variabel berpasangan dan F(x,y,u,v) = 0 serta
G(x,y,u,v) = 0 tidak dapat berdiri sendiri.

Untuk lebih jelasnya perhatikan contoh berikut ini.

Contoh

1 Trt g’ e
'sz' Wyt yE0

Atau ditulis dengan x+y 2 + 2uv = 0, x> —xy +»* +u® +v> =0
- vt ap= 0

2.Hu+2v+x- |
)y

v et 3y 0
3. ] dan seterusnya.

RSN

11



Turunan Parsial dilakukan dengan menggunakan metode substitusi.

Dalam F(x,y,u,v) = 0 dan G(x,y,u,v)= 0, u,v variabel sejenis, X,y variabel sejenis

& & &

sehingga tidak dapat ditentukan —- a3 a o ,dan a

Sehingga turunan parsialnya adalah —— @ @ dan seterusnya.

Untuk menentukan turunan parsial 4 peubah, langkah ditempuh adalah menurunkan
fungsi terhadap peubah yang dimaksud.
Contoh:

1. Tentukan %dan% dari

x+y* +2uv = 0 dan x*-xy+y*+u*+v? = 0 didapat
1 Eﬁ@zy@ﬁuz@—w—ﬁ:o _____ >

= 1+0+2u@+2v% =0 atau 2u2+2v% =—1
x

d, [, o du_ . d_
- —OF2y—4+2u—+2v— =0
2"%%%& yax% Yo Mo Vox 2?2
e 2X-O-y+0+2u% +2v% =0 atau 2u% +2V% =y—2x
(o}
Setelah di eliminasi > didapat
Ou _ —v—u(y—2x)

Ox 2(v* —u?)

~ v+u(y —2x)
2wt V)

x+y* +2uv = 0 dan x*-xy+y*+u*+v? = 0 didapat

diturunkan terhadap x (yang tidak boleh Cid =0)

Ou
Ox oy
— 42y —=—+2v =0
1 y v atau
=3 1—+2y =2y - - (1)
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Bc + B+
- ! — 02 —+2 —+0=0
2X o Yo o TS atau

% =—2u

= (2x— y)—+(2y X) ------- - (2)

Berdasarkan persamaan (1) dan (2), dengan metode eliminasi diperoleh

1£+2yi =2V e . (2y-x)
— @S a@y-nL=2u 2y)
Didapat

= (2y-x) 1 % +2y(2y —x)% ==2v(2y —x)

= @r=n2yE ey 02y 2 = 2u2y)

(o5
[(2y-x)-(2x-y)2Zy)] 5, = -2v(2y-x)+2u(2y)

Diperoleh
Ox _  —4vy+2vx+4uy

ou  (2y—x)—(4xy—2y%)

4vy —2vx —4uy
2y —x—4xy +2y%)

. . . Bx dx .
2. Cari turunan parsial pertama dari 7~ dan 27 dari persamaan

2u—v+ x*+ 2y =0 ggp u+2v+xy— y> =0

Penvelesaian:

. Bx
1) Mencari P
[

Persamaan 1) 2u—v+ x*+ xy =0

2(3)- 13+ =)+ @)+ (3)) -
2 - 0 +@+n(E)+ «(B) =0

ex+(E)+ =(Z) =-2 ..




Persamaan 2) u+2v+xy— y° =0

15+ 2 G+ (=G +» )~ 2 (G0 =0
Ju Ju * du } du » du)

1+ 0 +y(E) + @-20(&) =o
dzx dy
B ¢ e -1
Eliminasi persamaan 1 dan 2
dx dy . .
(2x +v) (Z) +  x (i) = -2 dikali (x— 2y)
Bx dy . .
y(Z) + @-20(8) =-1 dikali =
Maka,
dx dy
(2x + y)(x — 2y) (—) +x (x— 2y) (—‘) = =2 (x—2y)
du du
x}r{z—z) + x (x—2y) (—) = —x
. . d
(2x* 4+ xy— 4xyv— 2y~ — xv) (_x) = —2x+x+ 4y
u
. o (0
2(x"— 2xyv— y°) (_x) =4y—x
du
(ﬂx) B 4y — x
du o 2(x®— Zxy— y?)
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SOAL-SOAL YANG HARUS DIKERJAKAN, DAN JAWABAN HARUS
DIKIRIMKAN SEBELUM BATAS WAKTU YANG SIDAH DITENTUKAN.

1. KERJAKAN SOAL YANG ADA PADA HALAMAN 6

Z Carilah turunan parsial dari fungsi berikut;
a. f(x,y) =2x*y> —x>y°
b. f(x,y,z) =e™™* —In(xy — xyz)
c. f(x,y,z) =3x%y—xyz+ y?z*
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1. kERJAKAN SOAL YANG ADA PADA HALAMAN 6


