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Bab 1 - Pendahuluan

BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Metode Elemen Hingga

Metode elemen hingga adalah prosedur numerik yang dapat digunakan
untuk memecahkan masalah mekanika kontinum dengan tingkat ketelitian yang
dapat diterima. Sebagai ilustrasi dapat dilihat pada Gambar 1.1, yaitu suatu
struktur (bidang) dengan lubang, beban yang bekerja adalah tekanan (pressure).
Untuk menyelesaikan masalah ini diperlukan solusi numerik. Gambar 1.1b
memperlihatkan model elemen hingga. Elemen-elemen berbentuk segitiga
(triangle) dan kuadrilateral (quadrilateral) baik linier maupun kuadratik
merupakan beberapa contoh tipe elemen hingga. Titik-titik hitam disebut titik

nodal (node). Suatu jaring (mesh) adalah susunan yang terdiri dari titik nodal dan

elemen [1].
v
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(a). Struktur aktual (b). Model elemen hingga. (c). Elemen segiempat bidang.
Gambar 1.1 Struktur aktual dan model elemen hingga [1].

Pada dasarnya, elemen hingga merupakan bagian-bagian kecil dari struktur
aktual (sebenarnya). Elemen hingga harus dapat berdeformasi dengan cara yang
terbatas. Sebagai contoh apabila ujung-ujung elemen dikendalakan untuk tetap
lurus, maka elemen yang bersebelahan dengannya tidak akan tumpang tindih

maupun terpisahkan (Gambar 1.1c¢).
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Bab 1 - Pendahuluan

Untuk memformulasikan suatu elemen, harus dicari dan dihitung terlebih
dahulu gaya-gaya titik nodal (nodal forces) yang menghasilkan berbagai ragam
deformasi elemen. Teori yang digunakan, sebagai contoh yaitu balok (beam) atau
batang (bar). Untuk elemen-elemen yang didefinisikan pada Gambar 1.1b dan
Gambar 1.1c, akan dipelajari pada buku ini.

Metode elemen hingga dapat digunakan untuk menyelesaikan
permasalahan bagaimana permukaan suatu benda yang tidak datar, sebagai contoh
permukaan @ yang berubah secara halus (Gambar 1.2), ternyata dapat didekati
dengan permukaan dengan permukaan yang datar. Elemen dengan jumlah empat
titik nodal dan delapan titik nodal, yang masing-masing diperlihatkan dengan

permukaan terpilin dan lengkung, merupakan teknik pendekatan tersebut.

Pendekatan akan semakin baik apabila elemen yang digunakan semakin banyak.
’ ¢

3-node 6-node
triangular triangular
element element

4-node y
rectangular
element

Gambar 1.2 Fungsi kombinasi @ = @(x,y) dan elemen tipikal pendekatan [1].

Didalam suatu elemen segiempat (Gambar 1.2), @ adalah fungsi linier dari
x dan y. elevasi dan inklinasi elemen dapat didefinisikan dengan tiga nilai titik
nodal dari @. Dua elemen tidak harus mempunyai elevasi dan kemiringan yang
sama. llustrasi ini memperlihatkan esensi dari metode elemen hingga, yaitu
pendekatan bagian demi bagian untuk fungsi @ dengan menggunakan polynomial,
yang mana masing-masing terdefinisi pada elemen yang kecil dan dinyatakan
dalam nilai-nilai titik nodal dari fungsi tersebut [1].

Untuk permasalahan struktur dengan bentuk geometri dan pembebanan
yang kompleks, hal ini tidak dapat diselesaikan dengan persamaan diferensial
parsial, namun dapat diselesaikan dengan metode numerik pendekatan metode

elemen hingga. Daerah yang dianalisis dapat mempunyai bentuk, beban, dan

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 2



Bab 1 - Pendahuluan

kondisi batas sembarang. Elemen-elemen kecilnya dapat terdiri atas elemen yang
berbeda jenis, bentuk dan besaran fisiknya. Kemudahan penggunaan berbagai hal
tersebut bisa saja tergabung pada satu program komputer, yaitu dengan
menyiapkan data jenis, geometri, kondisi batas, elemen, dan sebagainya.
Keunggulan lain adalah adanya arti fisik yang cukup dekat antara elemen-
elemen kecil (jaring elemen) dengan struktur aktualnya. Metode elemen hingga
mempunyai kelemahan yaitu hasilnya berupa hasil numerik, tidak ada persamaan
bentuk tertutup yang dapat dipakai untuk kasus serupa yang hanya berbeda

parameternya.
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Gambar 1.3 Pendekatan menghitung suatu luas bidang.
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Ficure 1.1. The “find =™ problem treated with FEM concepts: (a) contmmuum object. (b) a discrete
approximation by mscribed regular polygons, (c) disconnected element. (d) generic element.
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Gambar 1.4 Ilustrasi pendekatan diskret nilai 7 [2].
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Metode elemen hingga merupakan salah satu metode diskretisasi ruang
atau spatial discretization method [2]. Metode elemen hingga (dalam aplikasi
praktis disebut pula analisis elemen hingga) adalah teknik numerik untuk
mendapatkan solusi pendekatan (approximate) dari suatu persamaan diferensial
parsial dan persamaan integral. Menurut Felippa [2], proses simulasi metode
elemen hingga dapat diklasifikasikan menjadi dua model, yang pertama adalah
model matematika (skematik prosesnya dijelaskan pada Gambar 1.5a) dan yang

kedua adalah model fisik (skematik prosesnya dijelaskan pada Gambar 1.5b).

I‘flaﬂlema;'m:__ = Discretization & solution error
model I ")
IDEALIZATION REALIZATION FEM VERIFICATION
. SOLUTION
Ide.ﬂl _ | Discrete \\ Discrete
physical P model solution
system /s.
P A i
| IDEALIZATION & : i [
1 DISCRETIZATION LR '
] solution error :
[ ocassionally relevant 51
(a). lustrasi proses simulasi "mathematical model” metode elemen hingga.
pem====m———- 1 occasionally
Tdeal i relevant
Mathematical |
model |
............ 1
f
CONTINUIFICATION SOLUTION

Physical FEM Discrete Si Discrete
system / - model solution

IDEALIZATION & VERIFICATION
DISCRETIZATION

solution error

simulation error: modeling & solution error

VALIDATION

(b). Ilustrasi proses simulasi “physical model” metode elemen hingga.

Gambar 1.5 Simulasi metode elemen hingga [2].
1.2 Aplikasi Metode Elemen Hingga

Metode elemen hingga (finite element method atau FEM) dalam konteks

dan aplikasi praktis sering pula disebut finite element analysis atau FEA. Metode
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Bab 1 - Pendahuluan

elemen hingga merupakan teknik numerik untuk mendapatkan solusi pendekatan
dari suatu persamaan diferensial parsial (partial differenctial equations atau PDE)
seperti halnya persamaan integral. Pendekatan solusi berbasis mengeliminasi
persamaan diferensial kompleks (permasalahan steady state), atau memberikan
PDE menjadi sistem pendekatan persamaan diferensial biasa, yang mana
selanjutnya dapat diintegrasikan secara numerik menggunakan teknik standar,
sebagai contoh metode Euler, Runge-Kutta, dan lain-lain [7].

Pada suatu penyelesaian persamaan diferensial parsial, tantangan utama
adalah menciptakan persamaan pendekatan yang berhubungan dengan persamaan
yang sedang dipelajari, yang mana stabil secara numerik, dalam arti kesalahan
(error) yang dihasilkan atau yang mungkin terjadi tidak memberikan pengaruh
secara signifikan. Metode elemen hingga merupakan pilihan yang tepat untuk
menyelesaikan permasalahan persamaan diferensial parsial dalam domain yang
kompleks, ketika domain berubah, ketika presisi yang diinginkan bervariasi dari
seluruh domain, atau ketika menghadapi kondisi kurang-halusnya suatu solusi
pendekatan [7].

Sebagai contoh, simulasi tabrakan frontal suatu mobil dalam kaitannya
dengan uji keselamatan pengguna kendaraan dan kekuatan kendaraan, sangat
memungkinkan menerapkan ilmu metode elemen hingga, dalam hal ini berupa
simulasi numerik untuk mendapatkan prediksi yang akurat berkaitan dengan
faktor-faktor penting yang sedang dipelajari. Dengan adanya simulasi numerik
menggunakan komputer, maka biaya pengujian simulasi secara empiris (pengujian
di laboratorium dengan benda uji mobil yang sebenarnya) dapat dikurangi. Dapat
dibayangkan apabila setiap pengujian harus menggunakan benda uji yang
sebenarnya, maka berbagai percobaan berkaitan dengan keselamatan pengguna
kendaraan dan kekuatan suatu kendaraan akan membutuhkan biaya yang sangat
luar biasa tinggi.

Peran simulasi numerik dalam hal ini dapat “mewakili” pengujian empiris
tersebut, sehingga dapat diperoleh hasil-hasil penting berkaitan dengan
permasalahan yang sedang ditinjau. Selanjutnya untuk membuktikan secara data
dan fakta empiris, baru dilakukan pengujian yang sebenarnya di laboratorium,

untuk mem-validasi hasil simulasi numerik tersebut.

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 5
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Gambar 1.6 Simulasi tabrakan kendaran untuk mempelajari faktor-faktor

kekuatan dan keamanan [8,9].

Metode Elemen Hingga dewasa ini telah menjadi bagian tak terpisahkan
dari solusi numerik di dunia teknik/rekayasa. FEM diaplikasikan secara luas mulai
dari analisis stress (tegangan) dan deformasi (perubahan bentuk) pada bidang
struktur bangungan, jembatan, penerbangan, dan otomotif, sampai pada analisis
aliran fluida, perpindahan panas, medan magnet, dan masalah non-struktur lainnya
[10]. Kemajuan yang sangat pesat di bidang komputer baik perangkat lunak
maupun perangkat keras telah menyebabkan FEM diterapkan secara masif pada
level yang belum pernah dibayangkan sebelumnya. Dengan kecanggihan
komputer sekarang, masalah rekayasa yang rumit dapat dimodelkan dengan relatif
mudah. Waktu yang diperlukan untuk memecahkan problem pun semakin singkat.
Penggunaan CAE (Computer Aided Engineering) semakin mendapatkan tempat di
dunia manufaktur karena memberikan banyak keuntungan dan kemudahan, antara
lain sebagai berikut:

1. Mengurangi frekuensi uji coba produk. Pengurangan jumlah uji coba berakibat
langsung pada pengurangan biaya untuk pengembangan produk baru dan
pengurangan waktu penelitian dan pengembangan produk. Untuk uji coba
diperlukan prototipe produk. Harga sebuah prototipe produk yang belum
diproduksi masal adalah sangat tinggi, sebagai contoh, salah satu standar uji
kelayakan mobil penumpang adalah performa pada saat tabrakan. Apabila uji
coba tabrakan mobil dilakukan berkali-kali, tentu saja biaya yang dibutuhkan
sangat besar. Selain itu, untuk membuat satu prototipe diperlukan waktu yang

tidak singkat, semakin banyak prototipe yang harus dibuat, maka akan

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 6



Bab 1 - Pendahuluan

semakin lama waktu yang harus disediakan untuk penelitian dan
pengembangan produk tersebut.

2. Meningkatkan kualitas produk dengan memanfaatkan CAE suatu produk yang
diuji secara virtual. Pada uji virtual banyak kondisi yang bisa dikaji, termasuk
kondisi-kondisi yang sulit dilaksanakan pada uji coba riil. Misalnya
bagaimana bila sebuah kotak hitam pesawat terjatuh ke dalam laut dalam,
yaitu apakah konstruksi kotak hitam tersebut dapat menahan tekanan yang
sangat besar. Uji coba langsung seperti ini hanya bisa dilaksanakan di
laboratorium-laboratorium khusus, namun uji coba virtualnya bisa dilakukan
dengan mudah. Proses uji coba virtual seperti ini bila dilakukan dengan benar
dan menggunakan model yang tepat, hasilnya akan mendekati kebenaran riil.
Tentu saja, pada tahap akhir tetap harus dilakukan uji coba (untuk benda uji

tertentu) yang sebenarnya untuk memastikan performa suatu produk.

Beberapa perangkat lunak metode elemen hingga komersial yang
berkembang pada saat ini yaitu antara lain SAP2000, ADINA, ANSYS, dan
ABAQUS [3,4,5,6]. Perangkat lunak SAP2000 dapat digunakan untuk simulasi
numerik model struktur dengan kondisi material dan geometri linier, sedangkan
perangkat lunak ADINA, ANSYS, dan ABAQUS dapat digunakan untuk simulasi
numerik model struktur dengan kondisi material linier/nonlinier dan geometri

linier/nonlinier.

Gambar 1.7 Simulasi numerik untuk mengetahui perilaku kekuatan dan kekakuan

struktur stadion dengan SAP2000 [6].

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 7
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Gambar 1.7 memperlihatkan simulasi numerik untuk mengetahui kekuatan
dan kekakuan struktur stadion dengan SAP2000 [6]. Dengan menggunakan
simulasi numerik, maka dapat diketahui tingkat kekuatan dan kekakuan struktur
didalam memikul beban-beban yang bekerja. Gambar 1.8 memperlihatkan
simulasi numerik dengan kondisi geometri nonlinier dan material nonlinier suatu

kendaraan dengan menggunakan perangkat lunak ADINA [4].

Gambar 1.8 Simulasi numerik untuk mempelajari perilaku ketahanan bodi

dan kaca mobil dengan ADINA [4].

BMW Sauber F1Team

Gambar 1.9 Simulasi numerik ketahanan terhadap beban angin

pada mobil balap F1 dengan ANSYS [5].

Gambar 1.9 memperlihatkan simulasi numerik berkaitan dengan reliability
suatu mobil balap F1 terhadap beban angin dengan perangkat lunak ANSYS [5].
Sedangkan Gambar 1.10 memperlihatkan secara skematik simulasi numerik
sistem struktur rangka suatu jembatan akibat adanya beban-beban yang bekerja,
dengan menggunakan perangkat lunak ABAQUS [3]. Hal ini sangat penting untuk
mengetahui perilaku struktur yang sebenarnya, manakala hendak maupun sudah

dibangun.

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 8
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Gambar 1.10 Simulasi numerik untuk mengetahui perilaku tegangan pada

struktur jembatan rangka dengan ABAQUS [3].

1.3 Perkembangan Metode Elemen Hingga

Pada tahun 1906 dan tahun-tahun berikutnya, para ahli riset mengusulkan
metode analogi /attice untuk memecahkan masalah kontinum. Disini suatu
kontinum didekati dengan jaring yang teratur yang terbentuk oleh batang-batang
elastis. Selanjutnya metode ini berkembang menjadi metode untuk menganalisis
struktur rangka. Pada tahun 1941, seorang ahli matematik Courant (dalam
publikasi yang ditulis tahun 1943) mengusulkan interpolasi polinomial bagian-
demi-bagian pada daerah segitiga, sebagai cara untuk mendapatkan solusi
numerik pendekatan. Courant memperkenalkan metodenya sebagai solusi
Rayleigh-Ritz untuk masalah variasional. Pada mulanya metode ini dilupakan
orang, sampai suatu saat kemudian para rekayasawan berhasil
mengembangkannya. Pada waktu itu pendapat para ahli masih dianggap tidak
praktis karena belum ada komputer yang dapat dipakai untuk melakukan
perhitungan [1].

Setelah tahun 1953, para rekayasawan menuliskan persamaan kekakuan
dalam notasi matriks dan dapat memecahkan persamaan tersebut dengan
menggunakan bantuan komputer digital. Makalah klasik yang ditulis oleh Turner,
Clough, Martin, dan Topp diterbitkan pada tahun 1956. Sejak itu terjadi kemajuan
pesat dalam pengembangan metode elemen hingga dalam bidang rekayasa. Nama

elemen hingga disebutkan pertama kali pada tahun 1960. Pada tahun 1961 telah
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diterbitkan sepuluh makalah mengenai elemen hingga, pada tahun 1966 terbit 134
makalah, dan pada tahun 1971 terbit 844 makalah. Pada tahun 1979 jumlah
publikasi elemen hingga mencapai lebih dari 7000 makalah.

1.4 Dasar-Dasar Mekanika Komputasi [2]

Lingkup dari mekanika dapat dibagi menjadi tiga ruang lingkup utama,
yaitu teoritis (theoretical), aplikasi (applied), dan komputasi (computational).
Mekanika teoritis berhubungan dengan hukum-hukum fundamental dan prinsip
dasar mekanika yang dipelajari berkaitan dengan nilai-nilai ilmiah intrinsik.
Mekanika aplikasi mentransfer pengetahuan teoritis menjadi aplikasi teknik dan
ilmiah, secara khusus berhubungan dengan fenomena fisik dan model matematika
suatu konstruksi (sebagai contoh bangunan dan jembatan). Mekanika komputasi
menyelesaikan permasalahan-permasalahan spesifik dengan model simulasi
numerical menggunakan komputer.

Beberapa subbagian dari mekanika komputasi (jika ditinjau dari segi skala
fisik) yaitu antara lain mekanika nano dan mekanika mikro (nanomechanics and
micromechanics), mekanika continuum (continuum mechanics: solids and
structures, fluids, multiphysics), dan sistem (system).

Mekanika nano berkaitan dengan fenomena dengan tinjauan tingkat/level
molekular dan atom, sebagai contoh berhubungan dengan partikel kimia dan
fisika. Mekanika mikro berkaitan dengan tingkat/level kristalografik dan granular,
berkaitan dengan aplikasi terhadap desain dan fabrikasi suatu material dan
microdevice.

Mekanika continuum mempelajari suatu bodi pada level makroskopik,
menggunakan model kontinum yaitu struktur mikro diasumsikan homogen (secara
phenomenological averages). Dua tradisi lingkup dari aplikasi mekanika adalah
mekanika solid dan mekanika fluid. Teknik komputasi pada mekanika solid
menggunakan pendekatan ilmu pengetahuan aplikasi dalam analisis dan desain
suatu struktur. Sedangkan teknik komputasi pada mekanika fluida (fluid)
berhubungan dengan persamaan keseimbangan dan gerak dari liguid dan gas.
Termasuk dalam lingkup mekanika fluida adalah antara lain hidrodinamika,

aerodinamika, akustik, fisik atmosfer, kejut (shock). Multifisika merupakan suatu
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ilmu pengetahuan yang relatip masih baru, yaitu sistem mekanika yang
mempelajari interaksi antara struktur dan fluida.

Yang terakhir adalah sistem, merupakan identifikasi dari objek mekanika,
baik itu buatan maupun natural, sebagai contoh pesawat, bangunan, jembatan,
mesin, mobil, teleskop, robot (buatan); dan amuba, pohon, ekologi, astronomi,

kosmologi (natural).

1.4.1 Statik dan Dinamik [2]

Permasalahan berkaitan dengan mekanika kontinum dapat dibagi menjadi
dua bagian, yaitu statik (statika) dan dinamik (dinamika). Statik artinya tidak
bergantung terhadap waktu (sebagai contoh pembebanan pada suatu struktur).
Dinamik artinya secara aktual tergantung terhadap waktu, sebagai contoh gaya-
gaya dalam dan deformasi yang terjadi pada struktur akan berbeda/berubah sesuai

waktu pembebanan.

1.4.2 Linier dan Nonlinier [2]

Problem yang berkaitan dengan masalah statika dibagi menjadi dua
bagian, yaitu linier dan nonlinier. Analisis statika linier berhubungan dengan
permasalahan dan respon linier, sebagai contoh apabila suatu struktur dibebani
oleh suatu beban yang digandakan (dua kali lipat beban semula), maka deformasi
dan gaya-gaya dalam yang terjadi pun akan menjadi dua kali lipat semula.
Sedangkan pada permasalahan statika nonlinier, persamaan-persamaan yang

dibahas merupakan pangkat lebih dari satu.

F stress o=F/A

yield __——fracture
non-linear area

o=f(¢g)

linear area .
o=E¢ strain €

E
Gambar 1.11 Linier dan Nonlinier [11].

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 11



Bab 1 - Pendahuluan

1.4.3 Metode Diskretisasi [2]

Metode diskretisasi model matematika kontinum, sebagai contoh adalah
dengan mengkonversi suatu model diskret dengan jumlah hingga (finite number)
suatu derajat kebebasan (degree of freedom). Metode diskretisasi spasial terbagi
menjadi beberapa bagian, yaitu antara lain:

1. Elemen hingga (FEM).

2. Elemen batas (boundary element method atau BEM).
3. Finite Difference Method (FDM).

4. Finite Volume Method (FVM).

member

Roof Truss

support

]
joint /

Physical Model

IDEALIZATION &
DISCRETIZATION

Mathematical and Discrete Model

|

AN

Gambar 1.12 Model diskret suatu struktur rangka atap [2].

1.4.4 Variasi Metode Elemen Hingga [2]

Teknik metode elemen hingga secara umum diklasifikasikan menjadi dua
bagian, yaitu formulasi FEM dan solusi FEM. Formulasi FEM yaitu berhubungan
dengan deformasi, keseimbangan, gabungan, dan hibrida. Sedangkan Solusi FEM

yaitu kekakuan, fleksibilitas, maupun gabungan keduanya.

1.5 Teori Elastisitas
Teori elastisitas dapat digunakan untuk memahami pengertian metode
elemen hingga. Gambar 1.13 memperlihatkan elemen yang sangat kecil

(differential element), bukan elemen hingga. Gaya-gaya benda F, dan F)
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mempunyai dimensi gaya per satuan volume dan dapat berasal dari gravitasi,
percepatan, medan magnetic, dan sebagainya. Gaya-gaya tersebut bernilai positif
apabila bekerja dalam arah koordinat positif. Pada setiap satuan volume atau
disebut (dV = I dx dy), F dan F, menyebabkan gaya-gaya total F.dV dan F,dV.
Pada umumnya tegangan merupakan fungsi dari koordinat. Dengan demikian,
sebagai contoh, oy, adalah laju perubahan o, terhadap x, dan o,.dx merupakan
perubahan o, pada jarak dx. Keseimbangan gaya-gaya dalam arah x harus
terpenuhi, yaitu sebagai berikut,

o tdy—r, tdx+(0'x +0o,, a’x)t dy (1.1)
+ (Txy + Txy,y dy)t dx+FX t dx dy =0

Dalam arah y pun harus terpenuhi persamaan keseimbangan gayanya. Keduanya
diperlihatkan dalam bentuk yang lebih sederhana pada Gambar 1.14.

Persamaan diferensial keseimbangannya adalah sebagai berikut,

O-x.x + Txy.y + Fx =0 (123)
.. +o, +F =0 1.2b
xy.x Y.y y
oy + oy, dy
grxy t Ty dy
F, Toy T Ty dX
Oy e dx ; F, %ax + 0y dx
Tyy dy
Ty N
Oy

Gambar 1.13 Tegangan dan gaya benda per satuan volume yang bekerja pada

suatu elemen bidang yang sangat kecil.

Dalam konteks 3 (tiga) dimensi, vektor gaya badan adalah sebagai berikut,
{Fl=iF, F, F| (13)

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 13
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Persamaan diferensial keseimbangannya adalah sebagai berikut,

O-x.x + Txy.y + sz.z + Fx = 0 (143)
Ty ¥O,, +7,. . +F, =0 (1.4b)
szAx + Tysz + O-z.z + F'z = O (l 4C)

Apabila benda elastis mengalami deformasi, maka diasumsikan tidak
terjadi retak, tidak terjadi tumpang-tindih (overlap) pada bagian-bagiannya, atau
disebut kondisi keserasian (compatibility conditions) harus terpenuhi, dimana
medan peralihan menerus (continuous) dan berharga tunggal (single valued).

Kondisi batas (boundary condition) harus diberlakukan terhadap tegangan
dan peralihan. Kondisi ini merupakan bagian dari definisi masalah. Sebagai
contoh penerapan kondisi batas, adalah diilustrasikan pada Gambar 1.1, yaitu tepi
bagian kiri (tumpuan) tidak bergerak (yaitu pada x = 0, maka « = v = 0) walaupun
tekanan (pressure) bekerja. Contoh lain dari penerapan kondisi batas, apabila
peralihan diketahui, maka tegangan merupakan bilangan yang belum diketahui
(unknown), demikian pula sebaliknya.

Apabila medan peralihan atau tegangan memenuhi keseimbangan,
keserasian, dan kondisi batas, maka solusinya dapat diperoleh. Apabila perilaku
beban terhadap responsnya berupa fungsi linier, maka solusinya adalah tunggal.

Dalam konteks metode elemen hingga, apabila elemen diadakan
berdasarkan medan peralihan, yang berarti peralihan titik kumpul merupakan
unknown utama, maka kondisi keserasian akan terpenuhi di dalam elemen. Jiak
medan yang dipilih sesua, akan berarti juga ada keserasian antara elemen, juga
memenuhi kondisi batas peralihan.

Persamaan keseimbangan dan kondisi batas mengenai tegangan yang
diperoleh hanya merupakan pendekatan. Pendekatan ini akan semakin baik apabil
derajat kebebasan (degree of freedom) yang digunakan semakin banyak, yang
mana berarti bahwa akan semakin banyak proses penghitungannya.

Pemahaman lebih lanjut mengenai teori elastisitas dapat dipelajari secara

mandiri dari sumber-sumber pustaka berupa buku-buku elastisitas.

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 14
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1.6 Hubungan Regangan dengan Peralihan
Regangan adalah perubahan panjang terhadap panjang mula-mula.
Hubungan antara regangan dengan peralihan merupakan yang penting dalam

proses pembentukan suatu elemen.

Gambar 1.14 Peralihan dan distorsi panjang dx dan dy.

Gambar 1.14 memperlihatkan bahwa medan regangan yang umum menyebabkan
perubahan konfigurasi 012 menjadi 0°1°2°. Seperti halnya tegangan-regangan
pada Gambar 1.14, peralihan z dan v merupakan fungsi dari koordinat.
Diasumsikan bahwa inkremen seperti «, sangat kecil dibandingkan « dan v.

Ly, — Ly, {dx + (u + u’xdx)— u}— dx

= < (15)

Analisis yang serupa akan menghasilkan regangan normal pada arah y.

E =V (1.6)

y = My
Regangan geser adalah besarnya perubahan sudut. Karena inkremen peralihan
sangat kecil, maka f; = tan f;, dan S, = tan f,, sehingga persamaan regangan
geser adalah sebagai berikut,

(u + u,ydy)— u (v + v’xdx)— v

=B+ p, =
j/xy ﬁl ﬁZ dy dx

=u,+v, (1.7)

Hubungan regangan-peralihan dapat dinyatakan dalam bentuk matriks baik

dalam konteks 2 (dua) dimensi maupun 3 (tiga) dimensi sebagai berikut,

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 15
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9
£, ox
o ||lu
e r=10 — (1.8a)
g oy ||v
W) 1o o
| Ox Oy |
9 0 O
ox
g 0 9 0
oy
g 0 0 9 |(u
=l g Ely (1.8b)
7V - = 0
Y
¥ ox Oy w
P74 8 a
Yy 0 — —
7 oy Oz
9 o5 2
| Ox 0z |

1.7 Hubungan Tegangan dengan Regangan
Hubungan tegangan-regangan dapat ditulis secara umum dalam persamaan

sebagai berikut,

{e}=[clo} (1.92)
{o}=[Ele} (1.9b)
[E]=[c]" (1.9¢)

yang mana [C] adalah matriks besaran-besaran material, [E] adalah matriks
kekakuan material.

Tipe material yang dikenal secara luas, antara lain isotropik dan ortotropik.
Material isotropik adalah material dengan besaran properti sama pada ketiga arah
utamanya yang saling tegaklurus. Sebagai contoh material beton dan baja.

Sedangkan material ortotropik adalah material dengan besaran properti
berbeda-beda pada masing-masing arah utamanya yang saling tegaklurus. Sebagai
contoh adalah material kayu. Kayu mempunyai properti mekanis berbeda pada
masing-masing sumbu utamanya.

Secara detail, Persamaan 1.9a (untuk material ortotropik) dapat dituliskan

kedalam persamaan sebagai berikut,

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 16



Bab 1 - Pendahuluan

i L Vi VL 0 0 0 ]
E, E, E.
-V -V
» 1T 0 0 0
&, E, E, E. o
e e Loy g o ||
&, E E E o,
=/ Y : (1.10)
Yy Ty
g 0 0 o L o ol|”
7¢\Z G},z sz
]/x TXV
i o 0o o0 o - ol
GXZ
1
0 0 0 0 0 —
L G, |
Dimana terdapat hubungan yaitu,
v, Vv
== (1.11a)
E, E,
Engz (1.11b)
v, Vv
2 == (1.11¢c)
E. E,

Untuk material isotropik, karena besaran properti pada semua arah utamanya
adalah sama, maka E, = E, = E. = E, demikian pula berlaku untuk masing-masing
nilai untuk G dan v, serta untuk material isotropik berlaku persamaan,

E

G=20+W (1.12)
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BAB 2
PENGANTAR
METODE ELEMEN HINGGA

2.1 Terminologi

Langkah dasar dalam mempelajari metode elemen hingga dengan cara
pendekatan fisik selengkapnya diilustrasikan pada Gambar 2.1 [2]. Tiga tahapan
utama adalah idealisasi, diskretisasi, dan solusi. Setiap tahapan berpotensi

menghasilkan kesalahan (error).

IDEALIZATION  DISCRETIZATION SOLUTION
FEM

Physical Mathematical Discrete Discrete
system model model 3 solution
_
X
REALIZATION & CONTINUIFICATION Solution error
IDENTIFICATION

Discretization + solution error

Modeling + discretization + solution error

Gambar 2.1 Skematik penyederhanaan proses fisik sebagai ilustrasi suatu

terminologi pemodelan [2].

2.2 Idealisasi

Idealisasi (pemodelan matematika) merupakan bentuk fisik dari suatu
model struktur yang sebenarnya untuk dianalisis dalam bentuk model matematika
[2]. Tahapan ini adalah tahapan yang paling penting, karena benar atau tidak, serta
tepat dan tidaknya suatu perhitungan suatu struktur bangunan, tergantung dari
idealisasi model struktur dari bentuk yang sebenarnya bangunan tersebut
dibangun, menjadi suatu model matematika untuk dianalisis (perhitungan struktur
tersebut).

Sebagai contoh, Gambar 2.2 memperlihatkan perencanaan suatu struktur

rangka atap. Sesuai terminologi Gambar 2.1, maka dari bentuk struktur yang
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sebenarnya selanjutnya dimodelkan (idealisasi struktur) untuk keperluan
perhitungan secara matematika, dalam hal ini adalah mengenai perilaku kekuatan
dan kekakuan struktur. Apabila idealisasi yang dilakukan sesuai kondisi yang
sebenarnya (sebagai contoh besarnya beban, ukuran batang-batang penyusun
rangka atap, properti mekanis material yang digunakan, dan tumpuan), maka hasil
perhitungan yang diperoleh akan dapat dianggap mewakili kondisi yang
sebenarnya.

Artinya apabila struktur tersebut dibangun, apabila terjadi pembebanan
seperti yang direncanakan, perilaku kekuatan dan kekakuan struktur tersebut
dalam kondisi kenyataan tidak akan berbeda jauh dengan hasil perhitungan

(prediksi).

member

Roof Truss
support

7
joint /

Physical Model

IDEALIZATION &
DISCRETIZATION

Mathematical and Discrete Model

!

AR S

Gambar 2.2 Model diskret suatu struktur rangka atap [2].

Kata model dapat diartikan salinan dari suatu bentuk aslinya dalam skala
tertentu. Model dibuat untuk sarana simulasi perilaku suatu bentuk asli tersebut.
Sebagai contoh, suatu model jembatan dibuat untuk keperluan simulasi struktur
jembatan apabila terdapat beban-beban yang bekerja, sehingga dapat dipelajari
perilaku kekuatan dan kekakuan struktur jembatan tersebut. Apabila hasil simulasi

model jembatan tersebut telah memperlihatkan bahwa bangunan aman, maka
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barulah layak untuk dibangun/direalisasikan menjadi struktur jembatan yang
sebenarnya.

Pemodelan matematika (idealisasi) memerlukan dasar teori yang tepat dan
benar. Sebagai contoh untuk pemodelan struktur flat-plate akibat beban
transversal, terdapat 4 (empat) dasar teori [2], yaitu sebagai berikut:

1. Model very thin plate, didasarkan pada teori Von Karman’s coupled
membrane-bending.

2. Model thin plate, didasarkan pada teori Kirchhoff’s plate.

3. Model moderately thick plate, didasarkan pada teori Mindlin-Reissner plate.

4. Model very thick plate, didasarkan pada teori three-dimensional elasticity.

2.3 Diskretisasi

Pada tahapan diskretisasi, ada dua solusi utama yang dapat dipilih, yaitu
solusi analitikal dan solusi secara numerikal. Solusi secara analitis (analitikal)
adalah pendekatan yang lebih intelektual, sedangkan solusi numerikal keakuratan
hasilnya bergantung dari model yang dibuat. Gambar 2.3 memperlihatkan ilustrasi
perhitungan luas area suatu bidang.

Dalam penyelesaian dengan solusi numerikal, hasil akan akurat apabila
jumlah 7 (pendekatan) semakin banyak sehingga hasil akan semakin teliti. Hal ini
secara skematik dapat dibuktikan melalui Gambar 2.3, dimana pada model elemen
hingga Gambar 2.3b menggunakan pendekatan jumlah » yang lebih banyak
dibandingkan dengan model pertama Gambar 2.3a, sehingga hasil yang diperoleh

akan lebih akurat, dalam arti error yang terjadi lebih kecil.

R
\

unit pendekatan
n - pendekatan

7
7

7t

g
7 7
w

% /
/ ~ II
~
7
la 1

a) error besar b) error kecil

Q

NN

7

47

Gambar 2.3 Pendekatan menghitung suatu luas bidang.

Gambar 2.4 memperlihatkan contoh studi kasus struktur menara yang

dibebani terpusat P. Struktur mempunyai dimensi dan ukuran penampang yang
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tidak wmiform dari tumpuan bawah sampai dengan puncak (atas). Dalam

penyelesaiannya, dengan menggunakan pendekatan metode elemen hingga, maka

dibuat representasi elemen hingga dengan membagi menjadi tiga elemen (model

diskretisasi).

A A
3}\\GFWM ;\/

N

Model Discretized models
P o, 7 A, r
A, =P
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2 A
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h 4
Rigid Physical Finite element
support représentation répresentation

Gambar 2.4 Diskretisasi model struktur sebenarnya menjadi elemen hingga [1].
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Gambar 2.5 Diskretisasi model struktur menjadi satu elemen dan dua elemen [4].
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Selanjutnya Gambar 2.5 memperlihatkan contoh yang serupa dengan studi

Mathamatical moded \ Finite elamant model

I—:---.

r 1 2 3 4p
— H—
r BA 44 24 |
|_;.|.--. I—:ll-.'.

hasil yang diperoleh (berkaitan dengan besar/kecilnya error yang terjadi).
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Gambar 2.5 Diskretisasi struktur kantilever dengan elemen hingga [1].
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secara 3 dimensi [3].
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Gambar 2.6 Diskretisasi model screwdriver dengan metode elemen hingga

kasus sebelumnya (Gambar 2.4). Gambar 2.5 memperlihatkan sebuah struktur
kantilever dengan bentuk dan ukuran penampang nonprismatis (tidak wuniform).
Hasil perhitungan secara skematik dijelaskan melalui gambar, yang mana

menunjukkan bahwa tingkat ketelitian (pembagian jumlah elemen) mempengaruhi
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Gambar 2.6 memperlihatkan skematik model screwdriver dalam simulasi
numerik menggunakan perangkat lunak ADINA [3]. Pembuatan model tersebut
dimaksudkan sebagai sarana simulasi secara “virtual”, seolah-olah diketahui
kemampuan screwdriver apabila digunakan/diterapkan dalam kondisi riil.
Diharapkan dari simulasi tersebut diperoleh informasi tegangan yang
mengakibatkan screwdriver mengalami kelelehan, sehingga apabila produk
tersebut diedarkan, dapat dilengkapi dengan informasi berapa kemampuan
maksimal yang mampu digunakan. Untuk menunjang keakuratan hasil simulasi
numerik, maka diperlukan validasi empiris dengan membuat benda uji yang

sebenarnya, untuk selanjutnya di-tes di laboratorium.

2.4 Metode Elemen Hingga

Metode elemen hingga (selanjutnya disebut MEH atau FEM) merupakan
suatu teknik diskretisasi yang sangat dominan dalam mekanika struktur. Konsep
dasar MEH adalah membagi suatu model matematika menjadi komponen-
komponen (tidak terjadi overlap) geometri yang sederhana, yaitu disebut elemen

hingga (finite element) atau elemen (element).

m/ /O_j
zDAbb
- A
- rAE®

Gambar 2.7 Geometri elemen hingga dalam kontek 1D, 2D, dan 3D [2

2.5 Klasifikasi Elemen Mekanis
Klasifikasi elemen hingga pada suatu mekanika struktur berhubungan
dengan kondisi fisik struktur yang sebenarnya. Beberapa klasifikasi yaitu elemen

primitif, elemen kontinum, elemen spesial, elemen makro, dan substruktur.
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Gambar 2.8 Beberapa contoh elemen struktur primitif [2].
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Gambar 2.9 Beberapa contoh elemen kontinum [2].
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Gambar 2.10 Contoh elemen struktur spesial [2].
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Gambar 2.11 Contoh elemen makro [2].

2.6 Kondisi Batas

Kondisi batas telah dipelajari sebelumnya pada matakuliah Statika dan
Mekanika Bahan, Analisis Struktur, dan Analisis Struktur Metode Matriks.
Kekuatan kunci dari metode elemen hingga adalah bagaimana mengelola kondisi-
kondisi batas dan kondisi-kondisi inferface. Penjelasan lebih detail mengenai hal
ini akan dipelajari pada bab-bab selanjutnya.

Sebagai ilustrasi sederhana, dapat dilihat pada Gambar 2.12. Pada Gambar
2.12b, struktur kantilever dengan tumpuan pada titik nodal 1 (ujung bagian atas),
apabila kondisi batas diterapkan maka titik nodal 1 tidak mengalami translasi,

sehingga dapat diketahui bahwa u; = 0.
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Gambar 2.12 Contoh penerapan syarat atau kondisi batas [4].
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BAB 3

ELEMEN SATU DIMENSI
DAN PROSEDUR
KOMPUTASI

3.1 Pendahuluan

Elemen satu dimensi, sebagai contoh antara lain batang yang diberi beban
aksial dan balok sederhana (tumpuan sendi-rol) dengan beban terpusat ditengah
bentang. Definisi elemen batang (bar) adalah elemen yang hanya dapat menahan
dan menyalurkan gaya aksial saja, sedangkan elemen balok (beam) adalah elemen
yang dapat menahan gaya-gaya aksial, geser, dan momen lentur [3].

Dalam analisis struktur, dimana pengaruh waktu tidak diperhitungkan,
artinya beban yang bekerja tidak bergantung terhadap waktu, suatu struktur
rangka batang (fruss) dengan jumlah batang », dapat dimodelkan dengan
menggunakan sejumlah » elemen batang. Demikian pula pada suatu struktur
frame yang disusun oleh sejumlah » balok (dan kolom), dapat dimodelkan dengan

menggunakan sejumlah » elemen balok.

3.2 Elemen Batang
Dalam subbab ini dipelajari mengenai elemen batang (bar) dengan kondisi
material elastik dan bentuk penampang batangnya prismatik-uniform, seperti

terlihat pada contoh Gambar 3.1.

Cross section

/ cross section
}—', X' axial rigidity E4
> u(x) / P

P i ‘

Longitudinal ax:;\ x I I

Gambar 3.1 Struktur kantilever dengan model elemen batang [4].
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Persamaan yang digunakan adalah sebagai berikut,

AL

7 (u,—u,)=F, (3.1a)
22 (=)= F, (3.1b)

Jika ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut,

k -k F
fil_gh dimana k = AE (3.2)
-k k ||u, F, L

Persamaan keseimbangan, maka F; = -F,, maka Persamaan 3.2 dapat ditulis

dalam bentuk umum sebagai berikut,

[k].{d} = -{r} (3.3)

dimana [k] dinamakan matriks kekakuan elemen.

ﬂI:oA O'AEFE

= L =
——x
1 2
— - GZin
Fy Fp
> Uy > U

Gambar 3.2 Elemen batang dengan dua titik nodal [3].

Untuk contoh studi kasus elemen batang dengan dua titik nodal, dimana
hanya terjadi peralihan (displacement) aksial pada titik nodal, maka matriks [k]
adalah matriks berukuran 2x2 sesuai Persamaan 3.2. Vektor {r} bertanda negatif,
karena asumsi yang digunakan dalam pembahasan ini adalah vector {r} diartikan
sebagai beban yang berhubungan dengan deformasi elemen, yang diaplikasikan
oleh elemen terhadap titik nodal struktur pada elemen yang akan disambungkan.

Maka,
-y =|F B[ 34
dimana k adalah kekakuan dari model pegas linier atau AE/L.

Sebagai contoh, dimisalkan #; = 0 dan u, =1, maka Persamaan 3.2 menjadi

sebagai berikut,
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[k —k][0] 4E[-1
w-l ) o

maka regangan dalam hal ini adalah & = u,/L.
Untuk struktur yang disusun oleh dua elemen batang (penampang uniform
dan material elastik), maka persamaan kekakuan strukturnya dapat dituliskan

sebagai berikut,

[K[{D} = {R} (3.6a)
k, —k 0 ||y K

—k ki +k, k,|qu,=<F, (3.6b)
0 k k, | |u F,

2 2

dimana [K] adalah matriks kekakuan struktur atau disebut pula matriks kekakuan

global.

(a) (b)

(©) (d)
Gambar 3.3 Struktur yang tersusun dari dua buah elemen batang [3].

3.3 Elemen Balok

Dalam subbab ini, dibahas mengenai elemen balok (beam element) dengan
batasan ruang lingkup yang ditinjau adalah bentuk penampang prismatik,
materialnya elastik. Elemen balok mempunyai dua titik nodal pada masing-
masing ujungnya. Setiap titik nodal mempunya dua derajat kebebasan (degree of
freedom atau dof), yaitu translasi dan rotasi.

Dalam pembahasan ini, digunakan batasan asumsi bahwa deformasi geser
diabaikan, sehingga teori yang digunakan adalah Euler-Bernoulli beam theory.
Apabila deformasi geser diperhitungkan maka dikenal adanya teori Timoshenko

beam theory.
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e }‘.l‘J
| p
]w\uzl El 5 6.2 . 1*—.\"41 EL 2\ 2 .
T/ T} A/ j?
F ; 2
it L qu 't L 1

(© (d)

(e) ()

Gambar 3.4 Elemen balok [3].

Matriks kekakuan elemen balok dua dimensi dapat dituliskan sebagai

berikut,
[ 12EI.  6EL, 12EI,  6EI, |
I r P I
6EI,  4EI,  G6EI, 2El | ,
Iz L I L !
[k]= (3.7)
12EI.  6EI. 12EI 6EI.
L Lz |"
6EI 2EI,  6EI,  AEIL
s L I L | b,
dimana,
Lvl 0., v, szJT (3.8)

Secara umum, persamaan matriks kekakuan elemen balok (dua dimensi)
untuk tinjauan deformasi geser diperhitungkan serta diperhitungkan pula adanya

translasi aksial pada titik nodal adalah sebagai berikut,
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X 0 0 -Xx 0 0]u
0 % % 0 -% Y|y
0 Y, Y, o -Y Y |@&
[k]: 2 3 2 4 zl (39&)
-X 0 0O X 0 0 | u,
0 ¥ -Y, 0 Y -Y|v
(0 % v 0 % v,
dimana:
AE
X=" 3.9b
7 (3.9b)
Y:L[Z3 (3.9¢)
(1+¢),)L
Yz:LZZ (3.9d)
(1+¢},)L
4+¢ |EI
Y3=—( )5, (3.9¢)
(1+¢),)L
2— El
YF% (3.9
(1+4,)L
12E1k,
-7y 39
y AGLZ ( g)

dimana A4/k, adalah luas geser efektif untuk deformasi geser transversal pada arah
». Sebagai contoh, nilai k, untuk penampang persegi adalah sebesar 1,2,
sedangkan untuk penampang lingkaran berlubang dengan dinding tipis adalah
sebesar 2,0 [3].

Elemen balok tiga dimensi (3D beam element) tidak dibahas dalam buku
ini, namun apabila hendak dipelajari secara mandiri, dasar teori yang digunakan,
sebagai contoh dapat dilihat pada tinjauan literatur referensi buku Concepts and

Applications of Finite Element Analysis halaman 27-29 [3].
3.4 Elemen Batang dan Balok pada Orientasi Sembarang

Untuk elemen dengan orientasi arah sumbu-sumbunya sembarang, maka

dipelajari elemen struktur dengan istilah koordinat lokal x’y z’. Selanjutnya untuk
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menghitung matrik kekakuan elemen [k], maka diperlukan transformasi koordinat

rotasional untuk matriks [K’].

3.4.1 Elemen Batang
Persamaan matriks {d’} dapat dihitung dengan menggunakan matriks

transformasi [T] sebagai berikut,

@’} =[T]d} (3.10)
[T]{C 0 O} G.11)
0 0 ¢ s
dimana c adalah cos £ dan s adalah sin .
i} =[T]"{r} (3.12)

maka hubungan kekakuan elemen dalam tinjauan koordinat lokal dapat dihitung

dengan persamaan sebagai berikut,

-’} = [K{d’} (3.13)
Selanjutnya, dalam tinjauan koordinat global, persamaan sebagai berikut,

-{r} = [k]{d} (3.14)

[K] = [T]'[K’] [T] (3.15)

Gambar 3.5 D.o.f titik nodal lokal dan global untuk elemen batang [3].
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L4}

uy= uycos B + vy sin B

4 i

F,

/ | Fysin=Fy,
uqcos B 1 B x

L—»—— Fycos B=Fy,

(@ (b)

Gambar 3.6 Kontribusi dari #; dan v; kepada u; " [3].

Selanjutnya, untuk elemen dalam koordinat global x dan y, perhitungan

dapat dilakukan dengan menggunakan persamaan sebagai berikut,

[T]Z[

dimana untuk sistem bidang xy, maka /; = cos B, m; = sin 3, dan n; = 0.

/
0

m,

0

3.4.2 Elemen Balok

cs  —c” —cs
s —es -5’
R (3.16)
—cs ¢ cs
- s 8
n 0 0 0
(3.17)
0 [ m n

Untuk elemen balok, persamaan-persamaan yang digunakan adalah

sebagai berikut,

u, = Lu, +my, +nw, (3.18a)
0, =10,+m0, +n0, (3.18b)
Matriks transformasi dari koordinat lokal menjadi global adalah sebagai berikut,
‘A 0 0 0
(7] 0 A O O (3.192)
= .19a
0 0 A O
00 0 A
_ll ml nl
[A]l=|, m, n, (3.19b)
L, m, n
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x | x y z
: x' Iy m ny
¥y Iy ms na

z I3 mg ng

Gambar 3.8 Vektor V yang dalam tinjauan komponen uvw (sistem koordinat

global) dan u’v'w’ (koordinat lokal) [3].

3.5 Perakitan Elemen

Persamaan matriks untuk struktur yang tersusun oleh sejumlah elemen

(Neis), yang mana menempatkan titik-titik nodal struktur dalam kondisi

keseimbangan adalah sebagai berikut,

Sirk+ 2t +{P)={0) (3.20)
[K].{D} = {R} (3.21)
[K]= f[k]i (3.22a)
{R} = {P}+Zm:{re}i (3.22b)

Perakitan dan penomoran titik nodal struktur, selengkapnya dapat dihitung

dengan persamaan-persamaan sebagai berikut,
a a, a||d,

k], {d}l— a, a5 a|qd, untuk elemen pertama (3.23a)
; ag ay || d,
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bl b2 b3 dl
(k], {d} ,=|b, by b |1d, untuk elemen kedua (3.23b)
b7 b8 b9 d3

Dimana a dan b adalah penamaan simbolik untuk elemen-clemen matriks [K].

selanjutnya penomoran titik nodal elemen untuk elemen pertama sebagai berikut,

n=ad, +a,d, +ad, (3.24a)
r,=a,d +asd, +ad, (3.24b)
-1, =a,d, +ad, +a,d, (3.24¢)

dan penomoran titik nodal struktur untuk elemen pertama sebagai berikut,

v’ =aD, +a,D,+a,D, (3.25a)
-r, =a,D, +a,D, +a,D, (3.25b)
-r, =a,D, +a,D, +a,D, (3.25¢)

Untuk elemen pertama, maka persamaan sebagai berikut,

S
- a a 0 a,||D
—-r a, a, 0 a, ||D

2 | |7 9 8 2

L= (3.26)
[ |0 0 0 0l|D

N
—r, a a, 0 a,||D,

Elements and their node numbers Structure and its node numbers

T BR

Gambar 3.9. Perakitan dua elemen segitiga [3

Sedangkan untuk elemen kedua, caranya sama. Maka matriks kekakuan elemen

total adalah sebagai berikut,

a a 0 a 0 0 0 O
0 0 b, b b
[K]=[k], +[k],=| “ @ 7 %4 > % % (3.27)
0 0 0 0|0 b b b
a, a, 0 a, 0 b, b, b
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Contoh soal sebagai berikut, struktur rangka batang yang tersusun oleh
tiga buah elemen batang, dengan beban berupa beban terpusat P pada titik nodal 1
(satu), arah beban vertikal kebawah, selengkapnya ditampilkan pada Gambar 3.10.

Gambar 3.10 Struktur rangka batang.

Hasil perhitungan contoh soal diatas adalah sebagai berikut (belum menerapkan

kondisi batas pada tumpuan titik nodal 2 dan titik nodal 3),

[k, +0,36k, —0,48k, -k, 0 -0,36k, 0,48k, |[u, 0
~0,48k, 0,64k, 0 0 0,48k, 0,64k, ||v,| |-P
—k, 0 k, 0 0 0 u,| | p,

0 0 0 K 0 —k, v g
-0,36k, 0,48k, 0 0 0,36k, —0,48k, ||u P
0,48k,  —0,64k, 0 —k 0,48k, k +0,64k, ||v, 0

(3.28)

Penerapan kondisi batas, yaitu titik nodal 2 dimodelkan sendi dan titik nodal 3

adalah rol, maka u, = v, =u3; =0, maka Persamaan 3.28 menjadi sebagai berikut,

[k, +0,36k, —0,48k, 0 0 0 0,48k, |[u, 0
-0,48k, 0,64k, 0 0 0 0,64k, ||v,| |-P
0 0 1 00 0 u, 0

= (3.29)
0 0 01 0 0 v, 0
0 0 00 1 0 u, 0
0,48k,  —0,64k, 0 0 0 k +0,64k, ||v, 0
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3.6 Beban Mekanis dan Tegangan-Tegangan

Pada elemen batang, tegangan aksial akibat peralihan titik nodal dapat
dihitung dengan terlebih dahulu menghitung elongasi e, regangan aksial ¢ = e/L,
dan tegangan aksial ¢ = E.¢. Secara spesifik untuk elemen batang dengan orientasi
koordinat xyz, persamaan tegangan sebagai berikut,

az%[(uz—u,)l+(v2—v1)m+(w2—w1)n] (3.30)
dimana /, m, dan n adalah nilai kosinus terhadap sumbu batang. Nilai numerikal
untuk semua dof titik nodal pada struktur ditampilkan pada matriks {D} setelah
persamaan global diperoleh.

Gambar 3.11a adalah elemen batang (struktur satu elemen) dengan beban
merata aksial (¢). Sedangkan Gambar 3.11b adalah elemen batang dengan beban
aksial terpusat (P). Gambar 3.11c adalah struktur elemen batang kantilever
dengan beban merata aksial (¢) bekerja sepanjang bentang.

- 1,4‘——>-| I L "I

P

I—:——:-—:—-a——a-+ — % — :é-—x
! e L
gL gL 3
t—!—-T _’"T 3 203 — 3
gLi2A
'\ 2PI3A
o, [ I
—-P13A
—gLi24
(a) (b)
a : | b |
§+—)—++++++++++++—}—+—x
q
b
_L —!l-.%-{-ﬂ --h-.EE—-

(ch

Gambar 3.11 Gaya-gaya titik nodal dan tegangan yang terjadi dari elemen-
elemen batang yang dibebani aksial [3].
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Gambar 3.12a memperlihatkan struktur balok dengan beban merata,
tumpuan masing-masing ujung adalah jepit. Gambar 3.12b adalah sttukru balok
kantilever dengan beban merata.

Hasil perhitungan untuk balok Gambar 3.12a adalah sebagai berikut,

(3.31)

| »2 Application of part (a) to a cantilever beam:

‘ " . %wﬂwuwuu q

sl

q
IEEEEEEEREREE

Tvin

4 ﬁ S Consistent nodal loads
qLi2 {qﬂu? L;[a + B2 l qbf2b2
gl? ﬂi % . ~ L2 _a? > .
A T PN ! 20" -4 12

Reduced nodal loads
l gla + b)l2 gbl2

(a)

(b}

/7\
24 a I b E

Gambar 3.12 Elemen balok dengan beban merata [3].

3.7 Struktur Simetri
Konsep struktur simetri (structural symmetry) telah dipelajari sebelumnya

Metode Matriks (ASMM). Ilustrasi

pada matakuliah Analisis Struktur
penggunaan konsep ini sebagai contoh ditampilkan pada Gambar 3.13. Untuk
menyelesaikan permasalahan tersebut, maka dibuatlah tinjauan model berupa
seperempat bagian saja, yaitu daerah yang diarsir. Hasil perhitungan dengan

perangkat lunak ADINA [3] selengkapnya ditampilkan pada Gambar 3.14.

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 39



Bab 3 - Elemen Satu Dimensi dan Prosedur Komputasi

z
T p=25.0 N/mm?

RERSIELY

Region to mesh

All lengths in mm.

Thickness = 1 mm

s /-\ﬁ E = 7.0 x 10* N/mm?
>\/ V=025

10

V-

i

fe—— 20—

-

Gambar 3.13 Struktur pelat berlubang [1].

A\ TIME 1.000
DISP MAG 243.1

D PRESCRIBED MAXIMUM

FPRESSURE A 08,8
TIME 1.000 EG1, EL 122, IPT 11 {103 .2)

25.00 % -4.358
EG1, EL 102, IPT 11 (-2.610)
Vi
A

r

TIEY ]

f—}q—ﬁﬁ__ STRESS-ZZ

f =218 N RST GALG
TIME 1.000

E 104.0
=520

T20
560
400
240
80

Gambar 3.14 Penyelesaian struktur pelat berlubang [3].

3.8 Soal
1. Soal latihan pertama
Diketahui struktur elemen batang dua titik nodal (Gambar 3.15), dengan luas

penampang batang bervariasi secara linier dengan nilai luas penampang sebesar
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A, di titik x = 0 dan sebesar c.4, di titik x = L. Sedangkan ¢ adalah konstanta, yaitu

¢ = 3. Hitunglah elongasi yang terjadi dengan menggunakan cara eksak.

CAO
Ao

Gambar 3.15 Soal latihan pertama.

Penyelesaian:

P-dx

do

EA()C)
X
LT

Maka elongasi:

Ao J‘Lr P-dx P J‘Lr dx
b " EA, b 2
E| 4, +i2A0 07 I+—x
Ly T
PL, (L PL PL
A= [ 1 x| = L [in3) - n(1)] = L n(3)
2EA, do L, 2EA, 2EA,
A = 0.5493 LLr

0

2. Soal latihan kedua
Batang seperti terlihat pada Gambar 3.15 (soal pertama), mempunyai panjang L

dan luas penampang bervariasi dari 4, sampai dengan 34,. Beban yang bekerja
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adalah gaya aksial P pada masing-masing ujung. Hitunglah matriks kekakuan
elemen, apabila batang dibagi menjadi:

a. Satu elemen dengan panjang L.

b. Dua elemen sama panjang masing-masing yaitu 0,5L.

c. Tiga elemen sama panjang masing-masing yaitu 0,3333L.

d. Empat elemen sama panjang masing-masing yaitu 0,25L.

Penyelesaian:
Matrik kekakuan dengan pemodelan rata-rata luasan yang diambil pada tengah-
tengah elemen.

Ui

. | A avg

0.5L | 0.5L Aavg

(I+c¢)
Aavg = AO 2

Dengan mengambil nilai rata-rata luas penampang maka matrik kekakuannya
dapat diambil sama dengan matrik kekakuan batang aksial penampang non-

prismatik biasa yaitu:
Edpg | 1 =1fu 5 Edy (1+¢)[ 1 —1][u F,
= atau ——-—= =
L -1 1 U, F2 L 2 -1 1 Uy Fz

a. Penyelesaian dengan satu elemen :
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BC pada titik 2 sehingga u,= 0, oleh sebab itu z;= A

2EA
ZZ0A=P
L

a=0s2k
EA

Hasil tersebut sebesar 91.02% dari nilai eksak, maka Error 8.98%.

b. Penyelesaian dengan dua elemen :

3A
2A

A
P P
] 1 5 2 3~
0.5L 0.5L
Elemen #1:
Ap=A4A; c=2 ; L'=05L
I -1 0f|y P 3 =3 0}y P
E—A(l+2)—110u2:09E—A—330u2_0
05L 2 L
0 0 0flug| |0 0 0 Ollus] |0
Elemen #2:
Ap=24 coc=15 L'=05L
5 - 0 0 0|y 0 0 0 0 |fu
2BEA(415) oyl Lo s Bl s sl e
0.5L
0 -1 1 ||lus -P 0 =5 5 ||lus
Struktur keseluruhan:
3 -3 o][m P
=Z1-3 08 —50u,b=10
L
0 -5 5 ||lu| |-P

BC pada titik 3 sehingga u;= 0, sehingga

715
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-5 )

Karena A = u;-u; sedangkan ;=0 maka A = u,

8 PL

A=SPE S A 0.53333% (97.09% dari nilai eksak)

15 AFE
Error 2.91%

c. Penyelesaian dengan tiga elemen :

R 5A/3 7A/3
p P
010 |0
/3 /3 ‘ L/3
Elemen #1:
Ap=A; c=53 L =L/3
1 -1 0 0] (P 4 -4 0
EA ()| -1 10 0lfy|_Jo| o EA|-4 4 0
L/3 2 [0 0 0 Ollus[ o L0 0 0
0 0 0 0fluy] [0 0 0 0
Elemen #2:
Ag= 54/3 s oc=7/5 L =L/3
0 0 0 0lfu) [0 0 0 0
SSEA(+7%)0 1 1 0|lu,| |0 S EA|0 6 -6
L/3 2 |0 =1 1 0|lus|[ |0 L|0 -6 6
0 0 0 Oflu 0 0 0 0
Elemen #3:
Ag=T7A/3 ; c=97 L =L/3
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00 0 01w 0 00 0
KEA(1+%)0 0 u| | 0 EA[0 0 0
L/3 2 [0 0 1 —1{lus[ |0 0 8
00 —1 1 |lu| |[-P 00 -8
Struktur keseluruhan:
4 -4 0 0(y P
EA|-4 10 6 0 [Ju,| |0
L0 6 14 -8llus[ |0
0 0 -8 8 |lu| |-P

BC pada titik 4 sehingga u,= 0, sehingga
4 -4 0|y P

% -4 10 6 Ju, =40

0 6 14||u; 0

maka,

m| L[4 -4 0 bp
u2 :T —4 10 6 0
Us 0 6 14 0
Uy Y
w, =T Ly

AE
Uz %

Karena A = u;-uy sedangkan #,=0 maka A = u,

A=BPL 5 0.54167% (98.61% dari nilai eksak)

24 AE
Error 1.39%

d. Penvelesaian dengan empat elemen :

3A
2.5A
A 1.5A 2A
SA f
Pl (1 3 P
U\, Caill
P —|
L/4 L/4 L/4 L/4
T T
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S O O o O

Elemen #1:
Ap=A; c=15 ;
1 -1 0 0 O
EA (a1 — 1 0 0 O
L/4 2
0O 0 0 0 0
0O 0 0 0 0
Elemen #2:
Ay=1.54 s c=4/3
0O 0 0 o
1.5E4 (1+4/3 0 b
LSEA(1+4/3) o
L/4 2
0O 0 0 o
0O 0 0 o
00 0 0 0y
y 7 -7 0 0f|u,
=2l =7 7 0 ofuyp=
L
0 0 0 0llu,
0 0 0 0 0lus
Elemen #3:
Ayg= 24 s c=125
00 O
2EA(1+1.2 0000
L/4 2
00 -1 1
00 0 O
00 0 0 0]
00 0 0 0
TO 0 9 -9 0 M3 =
00 -9 9 0u,
00 0 0 0us
Elemen #4:
Ay=2.54 s oc=12

L =LA
u P
Uy 0
u; P =301 > k4
Uy 0 L
us 0
; L =L/
0(u, 0
01|uy 0
0 usz =40
01|ey 0
0]|us 0
0
0
0
0
0
; L =L/
u 0
u, 0
usy 0
Uy 0
Us 0
0
0
0
0
0
L =L/

’
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000 0 0] 0
000 0 0|u 0
23EA012)10 g g 0 o |uyr=1 0
L/4 2
000 1 —1u, 0
000 -1 1|us] [-P
000 0 0y 0
000 0 0 ||lu 0
%0 00 0 0 Huyp=10
000 11 —11|u 0
0 0 0 —11 11 ||us -P
Struktur keseluruhan:
5 -5 0 0 0 (u 0
-5 12 =7 0 0 ||u 0
% 0o -7 16 -9 0 Hus¢p=+40
0 0 -9 20 —11||uy 0
0 0 0 -—11 11 |lug| [-P

BC pada titik 5 sehingga us=0 , sehingga

5

EA|-5 12 =7 0 |luy| |0
-7 16 -9||lus[ |0
0 0

L]0
0

maka,

Uy
Uy
us

Uy

U

us

-5 0 0 ||y P

PL
AE

(5 =5 0 0

-9 20 |luy

P
-5 12 -7 0 0
0 -7 16 -9 0

0

L0 0 -9 20

188%465

239
693

*hs
Ai

Karena A = u;-us sedangkan us= 0 maka A = u;

1888 PL

(99.19% dari nilai eksak)

3465 AE
Error 0.81%
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3. Soal latihan ketiga

Diketahui batang dengan bentuk penampang uniform, dengan beban aksial merata

q seperti terlihat pada Gambar 3.16. Anggap bahwa properti elemen adalah AE.

Hitunglah distribusi tegangan aksial yang terjadi pada batang, yaitu dengan cara:
a. Menggunakan satu elemen dengan panjang 2L.

b. Menggunakan dua elemen dengan panjang masing-masing L.

. q
35335535

L L

Gambar 3.16 Batang dengan beban merata g.

Penyelesaian:

a. Memakai 1 elemen panjangnya 2L

7 q
nd 23553555+
H 1 2

L L
T

(a) Pemodelan Elemen

2 gL N
/»1 ‘ - 2«&
1.5L ‘ 05L
0.25¢L wmpe ommp 0.75qL
0.25qL/A ———————————— 1=~~~ 8
Ox LT 0.75gL/A

(b) Beban nodal dan stress fields
Matrik kekakuan dari struktur diatas sebelum diberi B.C adalah
AE| 1 —1||y _ H +0.25¢gL
L -1 1 ||lu,| | 075L
B.C diberikan pada titik 1 yaitu z,=0

Maka matrik berubah menjadi

AE
—u, =0.75¢gL
L q
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) 1
Sehingga u, = 0.7594—
gga u, 1E

Reaksi tumpuan dicari dengan memasukkan nilai # ke matrik kekakuan sebelum

diberi B.C sbb:
AE 0
{H+025qL} = T[1 1} o 75 9L” [ = -0.754L

Maka H =-0.75¢L —0.25gL = —qL

Sedangkan tegangan-tegangan pada titik nodal dihitung sebagai berikut:
Akibat perpindahan u

_ 2
o, =E2"N _E o759 | Zo759E
L AE A

L

Maka distribusi tegangan elemen tersebut

7 q
- 33335553
H 1 2
S
G, | | 0.75gL/A

(a) Tegangan dihitung dari u saja

0.25qL/A
GX [ e

—

—— | 0.75gL/A
(b) Tegangan jika nodal elemen ditahan

Gy . 0.0
(c) Tegangan elemen "final" (a+b)
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b. Memakai 2 elemen, masing-masing panjangnya L

7 q
-—) 2 [ o 2 2 L S 2 3
H 1 2 3

L L
T

(a) Pemodelan Elemen

V q N
2939339533

qL/2 wmpe——————ommp qL/2

aL/2A [~
Ox | qu2a

(b) Beban nodal dan stress fields

Matrik kekakuan dari struktur diatas sebelum diberi B.C adalah

I -1 0 ||y H
AL—E—I 2 —1Ruyp=<qL/2

0 -1 1 ||lus qL/2

B.C diberikan pada titik 1 yaitu z,=0

Maka matrik berubah menjadi
AE[ 2 —1)[uy)| [qL/2
L-1 1 ||luy| l|qL/2

Diselesaikan dengan cara invers
u | L |1 1|]qL/2
uy | AE|1 2[|qL/2
w|_ L [a
uy | AE |1.5gL

Reaksi tumpuan dicari dengan memasukkan nilai u ke matrik kekakuan awal sbb:

0
{HY=l -1 O} gL }=—qL
1.5gL

Sedangkan tegangan-tegangan pada titik nodal dihitung sebagai berikut:
Akibat perpindahan u
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_ 2
o1, :EMZE ﬂ_o _zﬂ
L L| AE A

oy, 3 =FE

us—u, _E(15¢L% —qI* | _0.5qL
L L AE A

Maka distribusi tegangan pada ke dua elemen tersebut

Y aq
g 2 [ 2 o 2 L S 2 3
H 1 2 3
S I
gL/A
0.5gL/A
Cx |

(a) Tegangan dihitung dari u saja

qL/2A .

Ox T

—| gL/2A

(b) Tegangan jika nodal elemen ditahan

gL/A

G, 0.0

(c) Tegangan elemen "final" (a+b)

4. Soal latihan keempat

Diketahui suatu ring dengan beban berupa momen M, seperti terlihat pada

Gambar 3.17. Untuk menyelesaikan permasalahan ini, hanya diperlukan model

simetri, yaitu model seperempat ring saja. Tentukanlah kondisi batas dan beban

yang dibutuhkan, agar solusi dengan model seperempat ring hasilnya sama dengan

model full-ring.
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Gambar 3.17 Model Struktur Ring Penuh.

Penyelesaian:
Ring yang dibebani seperti diatas simetri baik dalam hal struktur maupun beban
sehingga dapat dimodelkan hanya menggunakan % bagian saja. Adapun B.C dari

bagian tersebut dan juga pembebanannya harus dibuat sebagai berikut:

0.5M,

Model Struktur 4 Ring
Untuk membuktikan, ditinjau rangka berbentuk ring penuh dan % bagian ring, lalu
diberikan momen nodal dengan perbandingan yang sama seperti pada gambar.

Dari program SAP2000 dapat digambarkan Bending Moment Diagram,

ﬂ{_\_’_:j :E lr:I:_'_]{_':?.,_\ ...f-_.:,,‘T:lT'_",:':I.

BMD Struktur ¥4 Ring

e

I.‘_h[_j l[’_‘j’)’ g

BMD Struktur Ring Penuh
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BAB 4
ELEMEN-ELEMEN DASAR

4.1 Preliminary
Hampir semua elemen yang dipelajari dalam bab ini adalah berbasis
perpindahan. Bab ini mempelajari interpolasi dan elemen-elemen sederhana dalam
lingkup berbasis perpindahan, serta bagaimana memformulasikan matrik
kekakuan. Sebagian elemen dapat di-formulasikan dengan menggunakan metode
kekakuan langsung (direct stiffness method), seperti yang telah diterapkan pada
elemen batang dan elemen balok. Secara umum, formulasi elemen untuk
mekanika struktur menggunakan dasar teori analisis tegangan yang ada, termasuk
didalamnya hubungan tegangan-regangan, hubungan regangan-peralihan, dan
prinsip enerji [3]. Formula yang ditinjau dalam bab ini berbasis koordinat
kartesian. Apabila diperlukan, maka formula untuk koordinat polar dan silindrikal
dapat disusun pula.
Dalam bab ini akan dibahas prinsip kerja virtuil untuk elemen batang

(bar) dan elemen balok (beam) 1 dimensi.

4.1.1 Hubungan Tegangan dengan Regangan
Hubungan tegangan-regangan, dapat dijabarkan dalam persamaan sebagai

berikut (catatan: asumsi material dalam kondisi elastik linier),

{o} = [E]{&} + {060} (4.1a)
{o} =[E] ({&} - {&}) (4.1b)
dimana: {o6,} =-[E] ({&}) (4.1¢)

Persamaan 4.1 berlaku untuk model struktur satu dimensi, dua dimensi, dan tiga
dimensi. Untuk lingkup tegangan uniaksial dimana tidak terdapat tegangan awal
(initial stress sama dengan nol), maka persamaan tersebut menjadi lebih
sederhana yaitu ¢ = E.g, dimana E adalah modulus elastisitas. Untuk konteks

koordinat bidang xy,
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o E, E, E;|l¢ O

o,r=|E, E,, E;R& +10, 4.2)
Txy E31 E32 E33 yxy TxyO

Matrik konstitutif [E] simetris, £; = Ej;;. Untuk kondisi tegangan bidang (plane

stress) dan material bersifat isotropik, maka,

o.=7,=1,=0 (4.3)
1 v 0
E
[E]= el 1 0 (4.4a)
-V _
0 o0 L=V
2
1 v 0
E E
-v 1
El'=|— — o0 4.4b
[E] T (4.4b)
0o o L
L G

dimana v adalah rasio poisson dan G adalah modulus geser, yang mana dapat
dihitung dengan persamaan sebagai berikut,

E

Dalam bentuk umum, apabila diperhitungkan tegangan awal,

1 -v 0
gr E E O-x ng
" -v 1
Ey = ? E 0 O'y + Eyo (46)
;/xy 0 O l Txy 7xy0
L G

Regangan awal {gy} dapat terjadi akibat, sebagai contoh perubahan suhu,

perubahan kadar air, atau radiasi.

4.1.2 Hubungan regangan dengan peralihan
Hubungan antara regangan dengan peralihan dalam lingkup tinjauan
struktur dua dimensi, dapat dihitung dengan persamaan sebagai berikut,
ou

== 4.7
. (4.72)
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g, = (4.7b)
oy
L= (4.7¢)
dy Ox
£, =u, (4.8)
¢, =u, (4.8b)
Vo =U, +V, (4.8¢)

Dalam tinjauan struktur tiga dimensi, peralihan dalam koordinat x, y, dan z adalah

sebagai berikut,

u=u(x,y,z) (4.9a)
v=v(x,),2) (4.9b)
w=w(x,y,2) (4.9¢)
E,.=wW, (4.10a)
V=V tw, (4.10b)
V=W, tu, (4.10¢)

Dalam format matrik dapat ditulis dalam persamaan sebagai berikut,

9
£, Ox
o |lu
g, ¢=0 —{} (4.11a)
oy ||lv
) |o o
| Ox Oy |
i 0 O
Ox
£, 0 9 0
oy
g 0 0 i u
=l 0z 4.11b
=lo o v (4.11b)
7xy - 0
¥ ox Oy w
= o 0
Y5 0 — =
oy 0z
9 4 9
| Ox 0z |
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-—E‘ =M _‘A—‘“ M
&= Bx &= By Av o= 8y ¥ Ax
.-)1 |—<— * -*-1 t"' Au
Au T S - _F’_,___--"'"""-]'
= !
Ax : Ax ]I( ‘J Ax 1'
1
] ]
: A ! :
! . ! Ap ! Av
i N v
1 ! & o] i
A (I S e B
N
(2) (b ©

Gambar 4.1 Suatu bidang segiempat yang sangat kecil [3].

4.1.3 Kompatibilitas

Ketika suatu struktur benda mengalami deformasi yang kontinu (tidak
patah), tidak terjadi retak, lentur yang terjadi tidak berlebihan, dan partikel
material tidak saling overlap. Persamaan kompatibilitas memerlukan kondisi yaitu
deformasi yang terjadi kontinu dan mempunyai nilai tunggal pada setiap

posisinya. Pada lingkup permasalahan struktur berbentuk bidang, persamaan

kompatibilitas sebagai berikut,
(4.12)

gx,yy + gy,xx = }/xy,xy
Dari persamaan tersebut, dapat dilihat bahwa regangan harus selalu ada agar

kondisi kompatibilitas terpenuhi.

4.1.4 Persamaan Keseimbangan

Gambar 4.2 memperlihatkan tegangan-tegangan yang terjadi pada suatu
elemen diferensial (permasalahan bidang dua dimensi). Dalam konteks koordinat
kartesian, untuk suatu bidang dengan ketebalan r maka persamaan keseimbangan
gaya-gayanya adalah sebagai berikut,

— o tdy -7 tdx+ (ax + Gx,xdx)ldy + (rxy +7,, dy)tdx + F tdxdy =0

(4.13)

Selanjutnya, persamaan untuk benda solid dua dimensi, persamaan menjadi

sebagai berikut,

Trwt Ty, +H,=0 (4.14a)
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Ty ¥0,, +F, =0 (4.14b)

Selanjutnya, persamaan untuk benda solid tiga dimensi, persamaan menjadi

sebagai berikut,

O-x,x + z-)(y,y + sz,z + E\’ = O (4153)
Ty t0,,+7,..+F =0 (4.15b)
Ton¥7,.,+0..+F =0 (4.15b)
Dalam bentuk umum (dua dimensi maupun tiga dimensi) dapat dituliskan sebagai
berikut,
o] {o} + {F} = {0} (4.16)
T o, + 0y ,dy
s g o Wb Tipdy
, Tep+ Tey pdX
o’.\'
—— ‘T—>
F, o+, dx
dy
Tl’\‘
= dx

Tay
o,

Gambar 4.2 Elemen diferensial dengan ketebalan # [3].

4.1.5 Kondisi Batas
Kondisi batas telah dibahas baik pada bab sebelumnya, maupun dari
matakuliah-matakuliah sebelumnya seperti Statika, Analisis Struktur, maupun

Analisis Struktur Metode Matrik.

4.1.6 Solusi Pendekatan dan Solusi Eksak

Solusi eksak harus memenuhi persamaan kompatibilitas, persamaan
keseimbangan, dan kondisi batas. Solusi eksak dapat diperoleh apabila diketahui
data-data berupa kondisi tumpuan-tumpuan yang digunakan, pembebanan yang

bekerja, dan kondisi geometri struktur.
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4.2 Interpolasi dan Bentuk Fungsi
Dalam konteks d.o.f umum a;, interpolasi polinomial dengan variabel tidak

bebas @ dan variabel bebas x dapat ditulis sebagai berikut,

¢=iaixi atau ¢ =|X[a} (4.17)
dimana,

IX]=[1 x x* .. x"] (4.18a)

\_ajz\_ao a, a, .. anJT (4.18b)

dimana » = 1 untuk interpolasi linier, dan » = 2 untuk interpolasi kuadratik, dan
seterusnya. Hubungan Persamaan 4.17 dengan Persamaan 4.18 dapat dinyatakan

sebagai berikut,

14, ]=[A][a} (4.19a)
¢=|N]lg.} (4.19b)
IN|=|X][AT" =N, N, .| (4.19¢)

Nilai individu dari V; pada matrik \_NJ disebut bentuk fungsi (shape function).

4.2.1 Derajat Kontinuitas
Symbol C" adalah digunakan untuk mendeskripsikan kondisi kontinuitas.
Kondisi C" akan kontinu jika derivatif tergantung dan termasuk didalamnya

derajat m adalah kontinu antar-elemen.

¢ d¢
¢ 1 dx
s
1 dx
]
]
CC I ¢2 :
|
¢’ d;
/ dx
- 1
0 a x 0 a x

(a) (b)
Gambar 4.3 Fungsi ®s maka C° kontinu dan ®2 maka C' kontinu [3].
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Pada kondisi struktur satu dimensi, ® = ®(x) maka C° kontinu jika @
kontinu tetapi @, tidak, dan ® = ®(x) maka C' kontinu jika ® dan @, kontinu
tetapi @, tidak. Ilustrasi kedua kasus tersebut selengkapnya dijelaskan melalui
Gambar 4.3, dimana x = ¢ menunjukkan batas antar-elemen. Terminology C” ini

dapat diaplikasikan pada berbagai tipe elemen.

4.2.2 Interpolasi (o
Interpolasi linier antara titik-titik (x;,®;) dan (x,,®,), dimana |_XJ = \_1 xj

adalah telah dijelaskan pada Persamaan 4.18a. maka diperoleh,

{ZL}:[A]{ZT} dimana [A]:B ;Cj (4.20)

Dengan meng-invers matrik [A] maka diperoleh,

[A]" - 1x h _lxl} (4.21a)
2 1
X, — X X—X
N |[=| 22 ! 4.21b
L J L‘z‘xl xz_xl} ( )

Dua bentuk fungsi linier N; dan N; dijelaskan secara detail pada Gambar 4.4. Ini
adalah contoh interpolasi paling sederhana dalam analisis elemen hingga. Properti
formulasi dari elemen dua titik nodal dengan panjang L, digunakan x; =0, x, = L,

dan d.o.f titik nodal ®@; dan ®,.

N (2 = 00 — 1)
1
(xz = x)(x3 —.xp)

I\\
X, — X - -
N, = — (xl x)(xs x)
& Pxaa /Ti\ A R T
Ny = i:_.*;l /i - (¥, — x)(x; - x)
A T e iy (xy ~ H3)(xz = x3)
) "d"l ' &
& b2 | ¢ = [N '352) b d2) s =Nl < &

Xy X5 Xy Xo X3 d’>3
1 2 1 2 3
| t——men N e
L X i———\ X
(a). Interpolasi linier. (b). Interpolasi kuadratik.

Gambar 4.4 Interpolasi linier dan interpolasi kuadratik [3].
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Interpolasi kuadratik berbentuk parabola dari titik-titik (x;,®;), (x2,®,), dan
(xx3,®P3). Jarak antar titik tersebut tidak harus sama. Apabila \_ij Ll X xzj,

maka Persamaan 4.19a menjadi sebagai berikut,

¢ a, 1 x xl2
6+ =[A]{ q, dimana [A]={1 x, x2 (4.22)
) a, 1 x, x32

Gambar 4.4 dapat dianggap sebagai contoh tertentu dari formula interpolasi

Lagrange,
_ (xz —x)(x3 —X)... (xn —x)
e (x2 - X )(x3 _x1)--- (xn —xl) (4.23a)
N. = (o, = x )y = x)... (x, —x) o

(xl _xz)(x3 _xz)”- (xn _xz)

dalam bentuk umum,

N, = (x, = x)xy = x) .oy = x) .. (3, —x) (4.23¢)
('xl X )(x3 X ) (xk X ) "‘(xn X )
Pembahasan lebih lanjut materi ini dapat dibaca pada buku Concepts and

Applications of Finite Element Analysis [3].

4.2.3 Interpolasi C’
Untuk kurva kubik @ = @(x) bentuknya ditentukan oleh empat item data.
Sebagai contoh diambil item dengan ordinat @; dan potongan kecil (d®/dx); pada

masing-masing ujung suatu garis dengan panjang L (Gambar 4.5).

IX]=[1 x x* x| (4.24a)
4 a, 10 0 0
, 1
Z: ~[A] Zz dimana [A]= (1) . ; 2)3 (4.24b)
3
b a, 0 1 2L 3I°

Empat bentuk fungsi yang diperoleh dari Persamaan 4.19b menghasilkan empat

bentuk fungsi dan persamaan seperti terlihat pada Gambar 4.5 sebagai berikut,
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>
T
b2

X o I X

(a) . - (b)
Gambar 4.5 Bentuk fungsi kurva kubik [3].

4.3 Persamaan untuk Matrik Elemen
Prinsip dari kerja virtual, atau disebut pula peralihan virtual, dapat

dituliskan dari persamaan sebagai berikut,
[{oe} {o)av = [{ou) {Flav + [ {ou} {@}as (4.25)
{55}adalah vektor regangan yang diperoleh dari Persamaan 4.11 dan peralihan

virtual {Su} dimana {du}=|du & o&w] . Simbol & artinya sama dengan d untuk

diferensial, tetapi simbol ¢ digunakan untuk konteks ketika peralihan adalah
virtual.
Apabila peralihan {u} diinterpolasikan seperti halnya Persamaan 4.19,

maka,
{u} =[N] {d} dimana {u}=|u v w/[ (4.26)
dan {d} berisi derajat kebebasan (d.o.f) peralihan titik nodal dari elemen.

Selanjutnya regangan dihitung dari peralihan yaitu sebagai berikut,

{e} = [0]{u}

{e} =[B]{d} dimana [B] = [0][N] (4.27)
Matrik [B] disebut matrik peralihan-regangan.

{ou} = {ad}" [N]" (4.282)

{%} = {sd}"[B]" (4.28b)

Persamaan umum hubungan tegangan-regangan, dengan memasukkan remangan

inisial dan regangan inisial dapat ditulis dalam persamaan sebagai berikut,
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(& ([[BY [E)[B]aV {d; - [[BY' [E)ie, )V +[[B] {6, }dV
— [INT'[Fldv +[[N)" {®}ds) =0 (4.29)

Vektor {od} dan {d} tidak muncul dalam persamaan integral tersebut dikarenakan

kedua vektor tersebut bukan merupakan fungsi dari koordinat. Maka,

[(k]{d} = {r.} (4.30)

dimana matrik kekakuan elemen adalah sebagai berikut,

[k] = [[B]'[E][BlaV (4.31)
Apabila vektor beban diaplikasikan pada titik nodal struktur oleh elemen, maka,
{r.} = [INT'[F]dV + [[N]'[®1dS + [[B]'[E]{e, }dV (4.32)

+[[B] {o,}aV

Persamaan 4.32 menunjukkan beban nodal konsisten [3].

4.3.1 Elemen Batang

Untuk elemen batang (ilustrasi selengkapnya ditampilkan pada Gambar
4.6), apabila di-set nilai x; = 0 dan x, = L. Peralihan aksial adalah merupakan
interpolasi linier dari titik nodal derajat kebebasan u; sampai dengan u,.

Persamaan bentuk fungsi dan matrik hubungan peralihan-regangan adalah sebagai

berikut,
L—x x
[N |= 7 (4.33a)
LBJ=%LNJ=TT1 %J (4.33b)

Dimana nilai £ dan 4 merupakan konstanta, maka Persamaan 4.31 menghasilkan

persamaan matrik kekakuan elemen, yaitu sebagai berikut,

)= [F1BI7[E]LB] Ad: = %Lll _IIJ (434)

Selanjutnya, Persamaan 4.32 apabila ditulis dalam bentuk lain, dimana {®}dS

menjadi gaya P dan \_NJ dievaluasi pada titik x = L/3, kemudian terdapat
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tegangan inisial g, akibat adanya perubahan temperatur (perubahannya seragam)

T, sebagai berikut,

()} = |Nyg)" P [EIBIT(—EaT)A dx = Eiﬂ (435)
+ E4ar {7

dimana tegangan inisial adalah sebagai berikut,

c,=-FE¢, = —E(ﬁj (4.36)
L
L] 2L s
3 | 3
1 P 2
._)—( e T _é_"
Uy g
'—»x
L

Gambar 4.6 Elemen batang dengan beban terpusat [3].

4.3.2 Elemen Balok
Contoh lain yang sederhana mengenai elemen balok tanpa deformasi
geser (deformasi geser diabaikan) adalah dijabarkan dalam persamaan-persamaan

sebagai berikut,

M= ELr (4.37a)
K= - (4.37b)
v = |N] {d} (4.37¢)
x = |Bl {d} (4.37d)

dimana v = v(x) adalah peralihan arah lateral dan derajat kebebasan titik nodal
adalah sebagai berikut,

daj=lv, 0, v, 0,/ (4.38)
Maka persamaan bentuk fungsi |_BJ menjadi sebagai beikut,

S0 46 6 12 22 6] gy,

d2
Bl = — H=[ — —
dx? L] rr L r L I
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Dengan nilai £ dan /. adalah konstanta, maka selanjutnya persamaan matrik

kekakuan elemen dapat ditulis dalam persamaan sebagai berikut,

12 6L -12 6L
EI, 6L 4E* —6L 2L* (4.39b)
3 -1z —-gL 1% -gL

6L 2E* —GL 4f?

(k] = [*|BITEL|B] dx =

Selanjutnya untuk mendapatkan beban-beban pada titik nodal akibat beban merata
(ilustrasi selengkapnya ditampilkan pada Gambar 4.7, digunakan integrasi kedua
dari Persamaan 4.32, dimana {®}dS adalah beban merata ¢ dan dS = dx,
kemudian tegangan inisial {gy} ditulis sebagai m, dan dV ditulis sebagai dx.
Dalam studi kasus ini balok mempunyai bentuk potongan penampang dengan
tinggi 2c, temperatur bervariasi secara linier dari —7 di permukaan atas balok

sampai dengan 7 di permukaan bawah balok.

_*x
q
Y VY VY Y ¥ Y ¥V ¥ VY v ¥
ié ¢ 2
- '1',{ 9,4 : "*-i—'f 0;2
[ 4] . "'.2
!
}‘f o L !

Gambar 4.7 Elemen balok (beam) dengan beban merata [3].

Persamaan yang dihasilkan adalah sebagai berikut,

Mg = -El Ky (4.40a)
7 (4.40b)
c
EI ol
r3="%10 -1 0 1f (4.40¢)
c
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BAB S5
ELEMEN CST DAN Q4

5.1 Elemen Segitiga Linier (CST)

Elemen segitiga linier adalah elemen bidang dengan tiga titik nodal,
dimana besarannya bervariasi secara linier pada koordinat kartesian sumbu x dan
y. dalam analisis tegangan, lingkup peralihan linier yang dihasilkan berada pada
lingkup regangan konstan, sehingga elemen ini disebut pula elemen CST atau
constant-strain-tringle. Sebagai ilustrasi dapat dilihat Gambar 5.1.

VA
m (Xm, Ym)

i(xi, i)

J (x5, )

v

Gambar 5.1 Elemen segitiga linier tiga titik nodal.

5.1.1 Pengantar Mengenai Tegangan Bidang dan Regangan Bidang
Sebelum mempelajari elemen segitiga tiga titik nodal (CST), terlebih
dahulu akan dibahas ulang mengenai definisi tegangan bidang dan regangan

bidang. Hubungan antara regangan dengan peralihan untuk pelat adalah sebagai

berikut,
& T
. ou Ov Ou Ov
_ _|Ou Ov Ou ov 5.1
{g} ;y {&C oy 6y+0x} 1)
xy
{e}=[Bld} (5.2)
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dimana hubungan tegangan dengan regangan dapat dituliskan sebagai berikut,
{o}=[E]{e} (5.3)

dimana komponen-komponen tegangan adalah sebagai berikut,
o
{ol=10 (5.4)
T

Selanjutnya matrik [E] dapat dihitung dengan menggunakan Persamaan 5.5 untuk
lingkup tegangan bidang (plane stress) dan Persamaan 5.6 untuk lingkup

regangan bidang (plane strain).

1 v 0
[E]=—22v 1 0 (5.5)
I=v 1-v
00 —
L 2
1-v v 0
[E]=—F++—— £ v 1-v 0 (5.6)
(1-v) (1-2v) oy
0 0 .

Persamaan 5.3 dapat ditulis pula dalam bentuk persamaan sebagai berikut,

toy =[E][B]{d} (5.7)

5.1.2 Persamaan Umum Elemen Segitiga Linier (CST)
Persamaan umum matrik peralihan untuk elemen segitiga linier tiga titik

nodal (CST) adalah sebagai berikut,

j (5.8)
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dimana fungsi peralihan dapat didefinisikan sebagai peralihan linier sebagai

berikut,
u(x,y)za] +tax+ay (5.9a)
v(x,y)za4 +tax+ay (5.9b)

Dalam bentuk fungsi peralihan umum {y }, Persamaan 5.9a dan Persamaan 5.9b

dapat dituliskan sebagai berikut,

8

[\S}

w

(5.10)

{W}:{almzﬁcxsy}{l ¥y 00 o}

a,+ax+ayy 00 0 1 x vy

N

R Q Q Q 9
i

N

Untuk mendapatkan nilai a; sampai dengan as maka, mula-mula koordinat-

koordinat titik nodal disubstitusikan kedalam persamaan menjadi,

u =a+ax+ay (5.11a)
u =a+ax +ay (5.11b)
u =a+ax +ay (5.11¢)
vV =a +ax+ay (5.114d)
v, =a +tax +ay (5.11e)
v =a +ax +ay (5.119)

dimana u; = u(x;,y;) dan u; = u(x;,y;)

u, 1 x. Yy 4,
“_,- =1 xj yj a, (5.12)
u_ 1 x oy |la,

dimana,

fab=x] "} (5.13)
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a. a. «
1 1 i J m
Kl =—8 5B, B,
24 Vi Vi Ty
dimana,
1 Y
24=|1 X,
1 x oy,

2A=xi(yi_ym)+xj(ym _yi)+xm(yi

Kenyataannya, 4 adalah luas segitiga,

a=xy —yx
T I
a =xy-yx
i TmYs T

am =le/ —ylx/

B =y -y
B =y, -
B =y -y
7, =X —X
y,=x —x
7, =X —X

(5.14)

(5.152)

(5.15b)

(5.16a)
(5.16b)
(5.16¢)
(5.16d)

(5.16€)

(5.16f)

(5.16g)

(5.16h)

(5.16i)

Dengan [x]" diketahui, maka Persamaan 5.13 dapat ditulis menjadi sebagai

berikut,
a a. a . (24
1 1 i J m
a,p=—I|B, B, B
24 "
a3 }/i }/j ym

(5.17)

Dengan cara yang sama, untuk ay, as, dan a4 dapat dihitung sebagai berikut,

4

a, yoroor |y

J m
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m
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Selanjutnya untuk mendapatkan fungsi peralihan x secara umum, maka,

a
1

=[x yka, (5.19)

a,

Substitusikan Persamaan 5.17 kedalam Persamaan 5.19, maka diperoleh,

. a, a, a |lu,
wl=—0 x ylB, B, B Ju, (5.20)
24 Vi Vi Vo M
1
u(x,y)zﬂ{(a’ +ﬁ’x+7/iy)ul+ (5.21a)
(a/ +fx+ ;//_y)ui + (am +ﬁmx+7/my)um}
1
v(x,y)zﬁ{(ai +,Bix+7iy)vi + (5.21b)
(a, +ﬂjx+)/iy)v/ +(am +ﬂmx+7/my)vm}
dimana,
N =L(a +Bx+yy) (5.22a)
i ZA i i i
N =l(a +Bx+y y) (5.22b)
j 2A j J J
N :L(a +B x+7.y) (5.22¢)
m 2A m m m
Persamaan 5.21 dapat dituliskan sebagai berikut,
u(x,y)leul +N/_u’ +N u (5.23a)
v(x,y)zNivl +vaj +N v (5.23b)

Dalam bentuk matrik, Persamaan 5.23 dapat dituliskan sebagai berikut,

Nu+Nu +N
{w}={u(x’y)}={ SR u} (5.24a)

v(x,y) N,_v’_ +va]_ +vam
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ui
vi
Nl, 0 Nj 0 Nm 0 y
wi=| o N0 N0 N v,
um
vm
Maka,
twi=[nla}
dimana,
N 0 N 0 N 0
[N= i Ji m

ONiONjONm

(5.24b)

(5.25)

(5.26)

Matrik [N] adalah matrik bentuk fungsi dari elemen segitiga regangan konstan.

Konsep ini sama dengan konsep yang digunakan pada elemen satu dimensi.

5.1.3 Hubungan Regangan-Peralihan dan Tegangan-Regangan

Tahap selanjutnya adalah mendefinisikan hubungan regangan-peralihan.

Dimulai dari persamaan regangan untuk elemen dua dimensi sebagai berikut,

ou
g ox
: ov
=iz, = 2
y ay
}/xy ou ov
_ + JR—
oy Ox
Untuk peralihan arah sumbu-x, maka diperoleh,
%:u, :i( U +Nu +N u )
Ox X Ox i jJ m m

u, :NA, u+N; u+N , o u
x i'x i jlx m’x " m

Fungsi bentuk sebagai berikut,

1 0 B.

N, ==——\a+p +yry)]=—=-

i’x 2A8x(’ 5 7'y) 24
_B
I’x 24
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N | = 'B_m (5.29¢)
m-x 2A

dari substitusi Persamaan 5.29b dan Persamaan 5.29¢ terhadap Persamaan 5.28b
maka diperoleh,

ou 1 )
24 U +ﬂjuj +ﬂmum (5.30a)

dengan cara yang sama, dapat dihitung pula,

1
g_;:ﬂ(}/iv' +}/JV/ +}//"Vm) (530b)
Z_i—i—%:ﬁ(}/fu" +}/.fuf +7/mum +ﬁfvi +ﬂ/v./’ +ﬂmvm) (5300)

Kemudian dari substitusi Persamaan 5.30a, Persamaan 5.30b, dan Persamaan

5.30c terhadap Persamaan 5.27 maka diperoleh,

ui
0 0 0]l
{e} ! % % ﬂom Y 5.31
sr=24 0 7, 7 g (5.31a)
v, By, Boor. B,
vm
di
{g}z[Bi B, B fd (5.31b)
| J
dimana,
1 A O
B|l=—1]0 _ 5.32a
Bl 0 7, (5320)
}/1 ﬂi
b} o
Bl=52 0 7, (5.32b)
v, P,

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 73



Bab 5 - Elemen CST dan Q4

1 P O
[Bm]:ﬂ 7/0 ;m (5.32¢)

Dalam bentuk umum dapat dituliskan sebagai berikut,

{e}=[Blla} (5.33)
dimana,
8]=15, B, B,] (5.34)

Nilai-nilai regangan pada Persamaan 5.33 adalah konstan, sehingga elemen ini
disebut elemen segitiga linier regangan konstan.
Selanjutnya dari persamaan hubungan regangan-peralihan tersebut, dapat

dikembangkan lagi menjadi persamaan hubungan teganga-regangan yaitu,

GX g)(
o r=[E]je, (5.35)
Tx,v 7/1)'

Dimana matrik [E] telah didefinisikan sebelumnya pada Persamaan 5.5 untuk

plane stress dan Persamaan 5.6 untuk plane strain.

to} =[E][B]id] (5.36)

5.1.4 Matrik Kekakuan Elemen dan Persamaan Elemen

Matrik kekakuan elemen dan persamaan elemen diturunkan dengan
menggunakan prinsip enerji potensial minimum. Enerji potensial total dari elemen
merupakan fungsi dari peralihan-peralihan titik nodal u;, v;, u;, ... , v,, yaitu,

7, =7rp(ul,,vi,uj,...,vm) (5.37)

Enerji potensial total adalah sebagai berikut,

. =U+W +W +W (5.38)
p b P s
Enerji regangan U adalah sebagai berikut,

U= %ﬁ [te} {o)ar (5.39)
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U= %H e} [Detav (5.39b)

Maka enerji potensial dari gaya bodi adalah sebagai berikut,

w, =—[[[tw) {(x}av (5.40)

dimana {y } adalah fungsi peralihan umum dan {X} adalah gaya bodi per unit

volume.
Enerji potensial untuk beban-beban terpusat atau beban pada titik nodal

adalah sebagai berikut,
W =-ld} {P} (5.41)

dimana {d} adalah peralihan-peralihan titik nodal dan {P} adalah beban-beban
terpusat pada titik nodal.
Enerji potensial untuk beban-beban merata atau traksi permukaan adalah

sebagai berikut,
w=—[[[4w} {r}ds (5.42)
5

dimana {7} adalah traksi permukaan dan S adalah permukaan.

Selanjutnya dengan men-substitusikan Persamaan 5.25 dan Persamaan 5.33
kedalam Persamaan 5.39 sampai dengan Persamaan 5.42, dapat diperoleh sebagai

berikut,

:_m ] [D][B){d}av - m (5.43)
—f!f{d} [N] {T}as

dengan memasukkan matrik peralihan {d} kedalam Persamaan 5.43 maka

diperoleh

m D][B] ﬂj[N (X}d (5.44)
~{d}’ H[N]T (T} ds
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Beban total {f} pada elemen adalah,

U= TITVT xhav + (2} [V ir)as (5.45)
v N

Jika hanya beban terpusat saja yang bekerja, maka,

Ui=1py (5.46)
Enerji potensial total dapat ditulis sebagai berikut,

7, =5l [[Jis) IpIslajavial-ta) ) (547)

or T

o e ol )17} -o (549
Persamaan 5.48 dapat ditulis menjadi sebagai berikut,

el Xk =11 (59

Seperti diketahui bahwa (dalam diktat kuliah ini, notasi f disebut atau ditulis pula

dalam notasi r),

) = (5:50)
k1= [[{B] [DYBYav (5.51)

Untuk elemen dengan ketebalan konstan sebesar 7, maka Persamaan 5.51 dapat

ditulis menjadi sebagai berikut,

[k]=1[[[8] [DIB]dxdv (5.52)

[k]=a[5] [P]5] (5.53)

Selanjutnya persamaan umum elemen dapat dituliskan sebagai berikut,

flx ku klz k13 k14 le k16 u
fly 21 "2 k23 k 24 kzs k 2% || 1
f2x _ k31 k32 k33 k34 kss k36 u, (5.54)
T 2y k41 k 42 k43 k 44 k45 k s6 || V2
f3x k51 ksz kss k54 kss k56 u3
f3y _k6l kez ke3 k64 k65 kse_ V4
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5.2 Elemen Segiempat Bilinier (Q4)
Elemen segiempat bilinier adalah elemen bidang dengan 4 (empat) titik
nodal, dan mempunyai 8 (delapan) derajat kebebasan. Persamaan umum yang

digunakan adalah sebagai berikut,

U= @y + agx + Q¥ Tagxy (5.552)
Vv =agtagx + ay + agxy (5.55b)
8 =y T+ agy (5.55¢)
= Gy +agx (5.55d)
Py = (@yF 6 ) + agr + agy (5.55¢)

Dalam elemen segiempat bilinier ini digunakan formula interpolasi /agrange.
Dimana pada arah sumbu x disebut peralihan u, maka dapat dihitung sebagai

berikut,

T’#l: - ?ﬂl+ ?ﬂ: (5563)
Ugg = Ty + %na (5.56b)

Selanjutnya diinterpolasikan secara linier pada sumbu y,

u = Sy, + Eyy, (5.57)

Dengan prinsip substitusi Persamaan 5.56a, Persamaan 5.56b, dan Persamaan 5.57
selanjutnya dapat diperoleh bentuk fungsi (shape function) untuk elemen
segiempat bilinier empat titik nodal (Q4) sebagai berikut,

u= ZNiu,. (5.58)
dimana,

Ny = E'—-ﬁf—'ﬂ'— (5.59a)

Ny = el (5.59D)

Ny = Exelend (5.59)

N, = o (5.59d)

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 77



Bab 5 - Elemen CST dan Q4

y.v

| a R ﬂ-——*%

A *

: !04 _ vz
kg 4 3 u3 —f
: b

* XU

b

: f,vl 621\

Gambar 5.2 Elemen segiempat bilinier empat titik nodal (Q4)
dengan 8 (delapan) derajat kebebasan [1].

Elemen ini disebut bilinier karena bentuk fungsi merupakan produk dari
polinomial linier satu dimensi. N; memuat hanya satu kuadratik, yaitu xy. Bentuk
lengkap persamaan peralihan elemen dinyatakan dalam persamaan berikut,

1
N, O N, 0 N, 0 N, 0O]|"

E“ } _ U, (5.60)
Va.

Regangan-regangan elemen dapat dihitung dengan persamaan sebagai berikut,

g} =[B] {d} (5.61)

Selanjutnya matrik [B] dapat dihitung sebagai berikut,

—(&—y) o ®—y) o @+y) o —(@+y) o

\ o —(a—x) -] —{a+z) -] (=+z) o (a—x)
—a—z) @—y) {a+z) @—»y) (a+z) @F+¥Y) (@—z) —(B+>y)

_
[B1= 4ab
(5.62)

Selanjutnya matrik kekakuan elemen segiempat bilinier (Q4) dapat ditulis sebagai
berikut,

= [ B [ B e 569

= b= | B e B dxd dRd
dimana ¢ adalah tebal elemen. Persamaan-persamaan yang telah dibahas tersebut

berlaku khusus apabila bentuk elemen adalah persegi (rectangular).
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— S

Pl == >—
1 \‘ T ’J'
1 v,
Mb ! | ‘| Mb Md :
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1 : | ;
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™~ g e L. -
1 -_’J
fe——— 2@ ———> ' o fe——2a _
(@ . § T )

Gambar 5.3 Ragam deformasi elemen segiempat bilinier Q4 [1].

L."_ Q4 (bilinear) elements
2a

b Finite

element
g.aty=-b

Finite:

element ) ‘
/ Exact

aty 0

Gambar 5.4 Kantilever yang dimodelkan dengan elemen Q4 [1].

5.1.1 Persamaan Umum Elemen Segiempat Q4
Untuk elemen dengan bentuk segiempat sembarang, maka persamaan

umumnya dijabarkan sebagai berikut,

HELMRUE (5.64)

(-1 s
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{C} = [xl yl xz yz x3 y3 x4 y4]T (5.64C)
{dy=[u, v, u, v, uy v, u, v4]T (5.64d)
{Nl 0O N, O N, 0O N, 0 }
[N]= (5.64¢)
0o N~ O N, 0O N 0 N,
n
fe— | —e— | —>
§= .
4 3
4 {
y.u T 3
1
1 2 ,i,
(;1) ®)

Gambar 5.5 Elemen segiempat empat titik nodal Q4 pada bidang &-7 [1].

dimana,
N, =%(1_5)(1_77) (5.652)
N, =%(1+§)(1—77) (5.65b)
N, :i(1+§)(1+n) (5.65¢)
N, =%(1_§)(1+n) (5.65d)

Matrik jacobian atau [J] diperoleh dari proses transformasi [1], selanjutnya

didapat sebagai berikut,

[J]Z{x’i y’ﬂ:{zmﬂf ZNi,ffyi:| (5.66)
Yo Yoy ZN,-,nxi ZNI-,,;)’,-
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Maka Persamaan 5.24 menjadi sebagai berikut,

X

[J]zl{—(l—n) (=)  (1+n) —(l+n)} X,
4l-(1-¢) -(+5) (d+5) (-9 ]| x

x4

[ J] — |:J11 JlZ :|
J21 J22
Determinan matrik [J] dapat dihitung sebagai berikut,

|[J]| =Jndyn = Iy

Matrik [I'] selanjutnya dihitung sebagai invers dari matrik [J],

-1 1 Jzz
[r]=1] =—{

_J|2i|
|[J]| _le J11

Regangan dihitung menggunakan Persamaan 5.28 sebagai berikut,

ie; =[B]id}

atau dapat dihitung sebagai berikut,

N
Y2
Vs
Y4

u,,
&, 1 0 0 O
u,
{ef=1¢,,=/0 0 0 1|~
01 1 0|
Vs
Xy v’y
dimana,
Uy _Fll rlz 0 0 Uy
u’y 1—‘21 1—‘22 O O u’n
v 10 0 T, T,
v, 1O 0 I, [ylv,
dimana,
w, [N, O N, 0 N_. 0 N,
Uy, | N, O N, 0 N, 0 N,
Vs o N, O N, O N, O
Vi, 0 N, N,, 0 N, O
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Maka Persamaan 5.29a dapat dituliskan sebagai berikut,

r, r, o o0
r, r, o0 0

5.72
o o I, I, (5-72)

1 00
e)=|0 0 0
01 1

(=
b

N. O N, O N, 0O N, 0
Ny 0 Ny 0 Ny 0Ny, 0
O N. O N, 0 N, 0 N,
o N, O N, O N, 0 N,

Maka matrik [B] dapat dihitung sebagai berikut,
r, r, o 0

1 0 0O
r, r,, o0 0
[B]=]0 0 0 1 X (5.73)
0 o I, I,
01 10
0 o I, I,
N. O N, O N, 0O N, 0
N, O N, O N, O N, 0
o N, O N, O N, 0 N,
o »~, O N, 0 N, 0 N,
dimana,
ON., 1
oN, 1
= =—(1- 5.74b
2,¢ PE 4( 77) ( )
OoN, 1
= a; —(+n) (5.74c)
ON. 1
N, = a§4 = (1+n) (5.74d)
oN, 1
=2 ___(1=- 5.74e
v =3y = g7%) (5.74¢)
ON. 1
Ny, = 0772 =5 (1+&) (5.74f)

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT.



Bab 5 - Elemen CST dan Q4

_ON, 1

N;, = 1 5.74
3. 877 4( +§) ( g)
oN, 1
N,, = 8774 =Z(1—§) (5.74h)

Tegangan dapat dihitung sebagai berikut,

{o} =[E]{e} =[E][B]{q] (5.75)

dimana untuk kondisi tegangan bidang atau plane stress, matrik [E] dihitung
menggunakan Persamaan 4.4a.

Koordinat titik-titik £ = # = £ 1 disebut pula koordinat-koordinat alamiah
atau natural coordinates. Metode ini digunakan untuk menentukan besarnya

regangan dan tegangan pada titik-titik nodal yang berada dalam elemen tersebut.

5.1.2 Matrik Kekakuan Elemen
Sedangkan matrik kekakuan elemen atau [k] dapat dihitung sebagai

berikut,
[k]{d} = {r} (5.76a)

[k]=[[B] [E][B] ¢d4 (5.77b)

Tidak mudah untuk meng-integralkan [k] menggunakan sistem koordinat global,
karena secara umum elemen akan mengalami distorsi dan tidak sebaris lagi
dengan sumbu global, sehingga sebagai gantinya dimensi matrik untuk elemen
Q4, yaitu dengan meng-integralkan master elemen, sehingga pada elemen tersebut
tidak terjadi distorsi dan sebaris terhadap system koordinat. Caranya sebagai

berikut,

11

(k1= [ [[BT [E[B]: [J]| d¢ dn (5.78)

—1-1

Diperlukan integrasi numerikal (selanjutnya disebut kuadratur/quadrature)

untuk mendapatkan matrik kekakuan [k], dimana kuadratur melibatkan contoh
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titik-titik diskret, mengalikan dengan faktor bobot, dan menjumlahkan untuk
mendapatkan estimasi dari integral. Kuadratur Gauss (Gauss quadrature) adalah
metode integrasi numerikal yang mempunyai karakteristik optimal ketika fungsi

yang mendasarinya merupakan bentuk polinomial.

- 1
‘:=_“_§1__ n é—ﬁ

-
n
-

S

Gambar 5.6 Percontohan lokasi-lokasi titik untuk integrasi menggunakan

aturan Gauss empat titik [1].

Maka Persamaan 5.30 menjadi sebagai berikut, dimana untuk elemen segiempat
bilinier empat titik nodal Q4 dimana nilai & = 4 = + 1/\3, maka nilai bobot I¥; =
w;=1,0.

[k]=[BY [EI[B]« [J]| W, W, (5.79)

Aturan koordinat Gauss ini digunakan untuk menghitung besarnya matrik
kekakuan elemen. Sedangkan untuk menghitung tegangan dan regangan pada

elemen digunakan aturan koordinat alamiah atau natural.
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BAB 6
LATIHAN SOAL
DAN PEMBAHASAN

Dalam bab ini akan dibahas beberapa latihan soal elemen batang, elemen
balok, elemen segitiga linier tiga titik nodal (CST), dan elemen segiempat bilinier
empat titik nodal (Q4). Untuk menunjang kelancaran dalam memahami elemen-
elemen tersebut dan dalam mengaplikasikannya dengan menggunakan perangkat
lunak rekayasa, maka dalam bab ini setiap hasil perhitungan secara manual akan

diverifikasi dengan perangkat lunak SAP2000 [1].

6.1 Elemen Batang

Diketahui struktur batang seperti terlihat pada Gambar 6.1. Elemen 1
mempunyai ukuran penampang persegi 300 mm x 300 mm. Elemen 2 mempunyai
ukuran penampang persegi 200 mm x 200 mm. Elemen 3 mempunyai ukuran
penampang persegi 300 mm x 300 mm. Batang terbuat dari baja dengan modulus
elastisitas 200000 MPa. Panjang masing-masing elemen 1 meter. Besar beban P
adalah 500 kg. Hitunglah deformasi yang terjadi pada struktur batang tersebut.

P

|
2P l
1

Gambar 6.1 Struktur batang dengan beberapa beban terpusat.

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 85



Bab 6 - Latihan Soal dan Pembahasan

Terdapat tiga elemen batang, dengan masing-masing batang mempunyai dua titik

nodal. Penomoran elemen dan titik nodal sebagai berikut,

‘4

©

@

- @

Gambar 6.2 Penomoran elemen dan titik nodal.

Selanjutnya penyelesaian sebagai berikut, pertama-tama adalah merakit matrik

kekakuan masing-masing elemen dan matrik kekakuan gabungan,

Elemen 1: Elemen 2:
1 -1 00 0 0 0 O
-1 1 0 0 0 1 -10
K,=A1'E K2=A2'E
L0 0 00 L |0 -1 1 0
0 0 00 0 0 0 O
Elemen 3:
00 0 O
A.E{0 0 0 O
K, ==
L {00 1 -1
00 -1 1
Elemen gabungan,
[ AE _AE 0 0 ]
L L
_A.E AI.E+A2.E _AE 0
[k]=k+K,+k,= £ L L L
0 _A4E A2.E+A3.E _A4E
L L L L
0 0 _AE A,.E
L L L
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Selanjutnya apabila diterapkan syarat batas, maka #; = 0, maka penyelesaian
sebagai berikut,

[k].{d} = {r}

() = [k {r}

Matrik elemen gabungan dapat direduksi menjadi berukuran 3x3 dikarenakan u; =

0, yaitu menjadi sebagai berikut,

_AI.E+A2.E _A4.E 0
’ 4 EL E LA o4zl |7
——Z 4y 42— I3 u, p=4-2P
L L L L B
0 AE AE |[Ma) LT
i L L

maka dengan memasukkan nilai-nilai 4, £, L, dan P sebagai berikut,

A, =300.300 = 90000 mm’
A, =200.200 = 40000 mm”
A, =300.300 = 90000 mm*

E=200000 MPa
L =1000 mm
P =500kg=500.9,81 N=4905 N

maka selanjutnya dapat dihitung u> , u; dan u, (unit satuan mm) sebagai berikut,

{d} =[k]".{r}
- -1
AE _AE _AE
- A EL AE LA Eoag| | 7| [T%0019
@=| X A L & 2Pt =1-0,00293
L L 1L L P 0,00320
. AE AE ’
] L L

Selanjutnya, hasil tersebut diverifikasi dengan menggunakan perangkat lunak

SAP2000. Salah satu hal penting dalam pemodelan numerik adalah input data
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harus tepat, dalam hal ini nilai modulus elastisitas (E) adalah 200000 MPa, berat
sendiri elemen diabaikan, dan nilai rasio poisson nol. Hasil analisis selengkapnya
ditampilkan pada Gambar 6.3, dimana hasil perhitungan dengan SAP2000 sama

dengan hasil perhitungan sebelumnya.

F I
3¢ Joint Displacements ﬁ

4

Amint

1 2 3
Trans 0.00000 0.00000 -0.00320
Fotn 0.00000 0.00000 0.00000
D
r B
}3{{ Joint Displacements ﬂ

dnint - 3

1 2 3
Trans  0.00000 0.00000 -0.00293
Faotn 0.00000 0.00000 0.00000
L d

[z

Amint 2

1 2 3
Trans  0.00000 0.00000 -0.00109
Fuotn 0.00000 0.00000 0.00000

M Joint Dis| nts ﬁj

Jdmint 1

1 2 3
Trans 0.00000 0.00000 0.00000
Raotn 0.00000 0.00000 0.00000

—

Gambar 6.3 Hasil analisis, deformasi pada masing-masing titik nodal.

Kesimpulan yang dapat diperoleh ditampilkan dalam Tabel 6.1 sebagai berikut,
Tabel 6.1 Hasil perhitungan.

Deformasi (mm) | Perhitungan manual Hasil SAP2000
uy 0,00000 0,00000
u 0,00109 0,00109
u3 0,00293 0,00293
Uy 0,00320 0,00320
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6.2 Elemen Balok
Diketahui struktur portal dengan tumpuan jepit seperti terlihat pada
Gambar 6.4. Struktur berfungsi untuk menahan dua buah beban terpusat berupa

lampu lalu lintas.

Gambar 6.4 Struktur portal dengan pipa baja [5].

—

2 —F

]

F=540 1b F=220 b

|

-

Gambar 6.5 Idealisasi model struktur [5].

Balok dengan panjang L; = 2438,4 mm (96 inch) menggunakan pipa
dengan diameter luar 136,144 mm (2,68 inch) dan tebal pipa 12,7 mm (0,6 inch).
Balok dengan panjang L, = 2946,4 mm (116 inch) menggunakan pipa dengan
diameter luar 203,2 mm (4,00 inch) dan tebal pipa 12,7 mm (0,5 inch). Balok
terbuat dari baja dengan modulus elastisitas sebesar 200000 MPa. Beban yang
bekerja seperti terlihat pada Gambar 6.5, yaitu sebesar 340 1b (1512,4 N) dan 220
1b (978,61 N).
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Cross section at aenter

Cross sechion at a=nter of element 2
of element 1. ¥

Gambar 6.6 Dimensi dan ukuran penampang balok yang digunakan [5].

Selanjutnya, untuk mengetahui besarnya deformasi yang terjadi akibat
adanya beban-beban tersebut, maka struktur balok dimodelkan menjadi dua
elemen seperti terlihat pada Gambar 6.7. Dengan model tersebut, maka dapat
dihitung besarnya deformasi pada titik nodal 3 dan titik nodal 1. Titik nodal 2

diasumsikan sebagai tumpuan jepit, sehingga tidak terjadi deformasi.

L L,
Element 1 Element 2
Bl B,
O x
Node3 Node1l Node 2

Gambar 6.7 Pemodelan dan idealisasi elemen [5].

Je7 By
I J
oy o Wy iy

Gambar 6.8 Derajat kebebasan elemen balok [5].

Tahap selanjutnya adalah menentukan matrik kekakuan elemen untuk
tiap-tiap elemen. Setelah itu merakit matrik kekakuan struktur (gabungan). Tahap
selanjutnya atau tahap terakhir adalah menentukan syarat batas dan menentukan
peralihan dan rotasi yang terjadi pada masing-masing titik nodal. Perhitungan

selengkapnya sebagai berikut,
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Langkah pertama, menentukan matrik kekakuan elemen masing-masing elemen,

tiap elemen mempunyai empat titik nodal (Gambar 6.8),

] [*u %= % &|[w
o W LA A | P
o e kA Ay||vs
N Iy | P
4x] 4x4 4x1

fA 12 6L -12 &L,
w;| Er| 6L 4L —6L 28 ||#

AHlTT|-2 -6 12 -6z |},
ey 6L 201 -6L 42 ||4
4x1 4x4 4x1

Matrik kekakuan elemen (umum),

12 &L -12 6L
E| 6L 4 -6& 210
Dl-12 -6 12 -6L
6L 22 -6L ap

K, -

Jovy

Local NodeI 1 B\l T Local Node J
Glabal Nod=3 i i Glabal Node 1
E Element 1 E E
LU
b |
Node 3 Node1 E
(a). Elemen 1.
o . By

%HI Ny

(b). Elemen 2.

Gambar 6.9 Penomoran titik nodal Elemen 1 dan Elemen 2 [5].

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 91



Bab 6 - Latihan Soal dan Pembahasan

Matrik kekakuan untuk elemen 1,

[ 12

—6.L,
0
0

12

6.1,

—6.L,
4.7
0
0
6.L,
2.1

Matrik kekakuan untuk elemen 2,

12

6.L,

“12

6.L,
0
0

6.L,
4.
—6.L,
2.
0
0

S O O O o O
S O O O O O

-12
~6.L,
12
~6.L,
0
0

12 -6.L, |
6.L, 2.
0 0
0 0
12 6.1,
6.L, 4L |
6L, 0 O]
2L 0 0
—-6.L, 0 0
4.2 0 0
0 0 0
0 0 0

Matrik kekakuan gabungan berukuran 6x6 (unit satuan N dan mm),

(kK] =K + K>
[ 4820,

K]-

82

2,87E6
~3250,
4,78E6
~1570,
| —1,91E6

76

06

2,87E6
1,25E10
—4,78E6
4,70E9
1,91E6
1,55E9

-3250,76
—4,78E6
3250,76
—4,78E6

4,78E6 —1570,06
4,70E9  1,91E6
—4,78E6 0
9,41E9 0
0 1570,06
0 1,91E6

~1,91E6 |

1,55E9
0
0
1,91E6
3,11E9

Kemudian dengan menerapkan syarat/kondisi batas, yaitu titik nodal 2 adalah

dimodelkan tumpuan dimana tidak terjadi translasi vertikal maupun rotasi, maka

v, dan 6, sama dengan nol, karena translasi dan rotasi tersebut dicegah terjadi oleh

model tumpuannya.
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F, Element 1 IFI Element 2

X
Node Nodel" Node
y==? pl=? '“.=0
IF;|=? IF|=? l'-:=0
H:|=0 H|=D H1=?
f=-340b &A=-ZDb f=1

Gambar 6.10 Syarat batas [5].

Langkah terakhir selanjutnya yaitu menghitung peralihan dan rotasi pada titik
nodal 3 dan titik nodal 1 sebagai berikut,

[k].{d} = {r}

{d} = (k" {r}

Matrik kekakuan gabungan dapat direduksi menjadi 4x4 dengan diterapkannya
syarat/kondisi batas, yaitu menjadi sebagai berikut,
[ 4820,82 2,87E6 —1570,06 —1,91E6
[k]= 2,87E6 1,25E10 1,91E6  1,55E9
-1570,06 1,91E6 1570,06 1,91E6
| -L91E6  1,55E9  191E6  3,11E9

-k

[a]-

Maka diperoleh translasi (satuan mm) dan rotasi (satuan radian) di titik nodal 1

dan titik nodal 3 sebagai berikut,
{d} = [k]"{r}
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[ 4820,82 2,87E6 -1570,06 —-1,91E6]| [-F

vl
() = 6| | 2.87E6 1,25E10 1,91E6  1,55E9 0
v | |-1570,06 1,91E6  1570,06  1,91E6 | |-F,
6, | -1,91E6 1,55E9 1,91E6  3,11E9 0
v, ~5,27081
(d]= 6, | 0,00306
v [ ]-16,47219
6, 0,00535

Hasil perhitungan selanjutnya diverifikasi dengan menggunakan perangkat lunak
SAP2000. Hasil analisis dengan SAP2000 ditampilkan pada Gambar 6.11.

Kesimpulannya hasil perhitungan manual dengan SAP2000 adalah sama.

13 Joint Displacements M

JAmint - 2

1 2 d
Trans  0.00000 0.00000 -5.39813
Fotn 0.00000 -0.00313 0.00000

E Joint Displace ﬂ
—ah -.
1 2 3

Trans  0.00000 0.00000 -16.90242
Ruatn 0.00000 -0.00550 0.00000

Jdmint 1

Gambar 6.11 Deformasi struktur hasil analisis SAP2000.

6.3 Elemen Segitiga Linier (CST)
A. Studi Kasus Pertama

Diketahui suatu elemen segitiga dengan beban seperti terlihat pada
Gambar 6.12. Dalam subbab ini, penyelesaian studi kasus menggunakan asumsi

bahwa struktur adalah elemen segitiga linier CST. Struktur menggunakan material
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dengan nilai modulus elastisitas (£) sebesar 20000 MPa dan rasio poisson (v)

sebesar 0,3. Tebal elemen adalah 300 mm.

500 mm

P=25000 N

A

Y

2000 mm
Gambar 6.12 Struktur elemen segitiga.

Penyelesaian dengan perangkat lunak SAP2000 ditampilkan pada Gambar 6.13.

Deformasi arah horizontal (translasi) yang terjadi sebesar 0,03033 mm.

3

B[ Joint Displacements g

3
ied / 0.03033 |  0.00000 0.00000
0.00000 7 0.00000 0.00000

Gambar 6.13 Hasil analisis dengan SAP2000.

Perhitungan manual sebagai berikut (unit satuan dalam N dan mm),

x,=0 ; x; =2000 ; x, =0
y,=0 ;Y,=0 ; ¥, =500
=300 mm

A4 =10,5.2000.500 = 500000 mm”
Menghitung matrik [E],

v=0,3
E =20000 N/mm?
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P I v 0 21978,02 6593,41 0
[E]:l v 1 0 |=]| 6593,41 21978,02 0
—v
0 0 I-v 0 0 7692,31
L 2
ﬂj:ym_yi
ﬂm: i_yj
}/,me_xj
7j:xi_'xm
Vm =%, =%
Menghitung matrik [B],
. s 0 B 0 B, 0
B]=—1| 0 0 0
[B] 21 7 7 Vm
v By, Bov. B
—-0,0005 0 0,0005 0 0 0
[B]= 0 —-0,002 0 0 0 0,002

-0,002 -0,0005 0 0,0005 0,002 0

Menghitung matrik [k],
[k]=[B] .[E].[B]+.4

[5,44E6 2,14E6 -8,24E5 —1,15E6 —4,62E6 —-9,89E5]
2,14E6  1,35E7 -9,89E5 -2,88E5 —-1,15E6 —1,32E7

[k] _ -8,24E5 -9,89E5 8,24ES 0 0 9,89E5
-1,1SE6  -2,88E5 0 2,88E5  L15E6 0
—4,62E6 —1,15E6 0 L15SE6  4,62E6 0

| —9,89E5 —1,32E7 9,89ES5 0 0 1,32E7 |

Selanjutnya dengan menerapkan kondisi batas, dimana pada titik nodal 1 dan titik

nodal 3 terdapat tumpuan, sehingga translasi horizontal maupun vertikal pada
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kedua titik nodal tersebut sama dengan nol. Maka matrik kekakuan elemen [k]

dapat ditulis menjadi sebagai berikut,

—SARE 6 ——=824F 5 =H15FE6 =42 F6—=9:$9F5]

2,I8E6  1,3bE7 —-9,89E5 -2,8B8E5 -—1,15E6 —-1,32E7
[k]: -8,24E5 -9,89E5 8,24E5 0 D 9,80F5

-1LI15E6 —2,88E5 0 2,88E5 LI1pEG6 0

=4 62E6——H15E6 vj LI5E6— 4, 62F6 O

[ -9.89E5 -1,32E7 9,89E5 0 L3RET |
[k]:‘8,24E5 0 }

.0 2,88E5

Matrik beban {r} yaitu beban terdapat pada titik nodal 2 saja,

~ [25000
=1,

Maka dapat dihitung sebagai berikut,
[k]{d} = {r}
{d} = (k] {r}

() = 8,24E5 0 T'(25000 ~ [0,03033
1o 2,88E5 0o [ 0

Hasil perhitungan yang diperoleh memperlihatkan bahwa sama dengan hasil

verifikasi dari perangkat lunak SAP2000.

B. Studi Kasus Kedua

Diketahui suatu kantilever dengan beban seperti terlihat pada Gambar
6.14. Dalam penyelesaian studi kasus ini, digunakan asumsi bahwa struktur
disusun oleh 2 (dua) buah elemen segitiga linier CST. Diketahui struktur
kantilever dengan material £ = 30000000 Psi (atau £ = 206842,74 MPa) dan v =
0,4999. Tebal elemen adalah 1 inch. Luas total elemen adalah 10x10 inch?
(254x254 mm®) atau luas masing-masing elemen adalah 0,5x10x10 inch?

(0,5x254x254 mm?®). Besar beban P adalah 1000 1b (4448,22 Newton).
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A l>4 3

10 inch

A
A\ 4

10 inch
Gambar 6.14 Struktur kantilever.

Hasil penyelesaian dengan perangkat lunak SAP2000 selengkapnya ditampilkan
pada Gambar 6.16.

m Joint Displacements

Joint |D 2
] 2 3

Trans  -1.613E-05 0.00000 1.355E-D4

Ratn 0.00000 0.00000 0.00000

= = — 2

H Joint Displacements i

Joint 1D 4
1 2 3

Trans 7.TAZE-05 0.00000 1.581E-04

Ratn 0.00000 0.00000 0.00000

Gambar 6.15 Hasil analisis: deformasi struktur dengan SAP2000.

Sedangkan perhitungan manual selengkapnya sebagai berikut,

a. Elemen 1
x,=0 ; x; =10 ; x,=0
Y =0 ; ¥, =10 ; V=10
t=1inch ; A=10,6.10.10 = 50 inch’
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Menghitung matrik [E],
v=10,4999
E =30000000 Psi

3,99E7 1,99E7 0
=| L99ET7 3,99E7 0
0 0 1,OOE7

1 v

ty
oS O

—_
|
<

l\) ‘

Menghitung matrik [By],
[B1] = ﬁ 0 Vi 0 V; 0 Vm
vi Bovy Bov. B
0 0o o1 0 -01 0
[B,]=| 0 0,1 O O 0 0,1
-0,1 0 0 01 0,1 -0,1

Menghitung matrik [k;] dengan ukuran 6x6, yang kemudian disusun menjadi 8x8,

[k,1=[B,] [E].[B,] .4

a. Elemen 2
x.=0 ; x; =10 ; x, =10
=0 ; ¥, =0 5 Y, =10
t=11inch : A=0,6.10.10 = 50 inch’
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Bi=y;=y,
ﬂm:yi_yj

a, =X, —Xj

a; =x,-x,
a, =x;—X,
Menghitung matrik [B,],
B 0 B 0 B, 0
WJ:ZZO viv 0 7, 0 v,

vi Bov, B V. B
-0,1 0 01 0 0 0

B,d= 0 0 0 -01 0 0,1
0 -01 -0, 01 0,1 0

Menghitung matrik [k;] dengan ukuran 6x6, yang kemudian disusun menjadi 8x8,

[k,]1=[B,] .[E].[B,] .4

Selanjutnya menghitung matrik kekakuan elemen total, ukuran 8x8,

[K] = [kq] + [Kk2]

Selanjutnya dengan menerapkan kondisi batas, dimana pada titik nodal 1 dan titik
nodal 4 terdapat tumpuan, sehingga translasi horizontal maupun vertikal pada
kedua titik nodal tersebut sama dengan nol. Maka matrik kekakuan elemen [k]

dapat ditulis menjadi sebagai berikut berukuran 4x4,

2,49E7 -1,49E7 -5,00E6 9,99E6
-1,49E7 2,39E7  5,00E6 —1,99E7
-5,00E6 5,00E6  2,49E7 0

9,996 —1,99E7 0 2,49E7

K]-
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Matrik beban {r} yaitu beban terdapat pada titik nodal 2 dan titik nodal 3 saja,
1000

] o
=1,

1000

Maka dapat dihitung sebagai berikut (satuan deformasi dalam inch),

[k]{d} = {r}

{d} =[k]"{r}
2,49E7 —1,49E7 -5,00E6 9,99E6 | (1000 0,000077
() = ~1,49E7 2,39E7 5,00E6 —1,99E7 0 | ]0,000158
| =5,00E6 5,00E6 2,49E7 0 0 [ ]-0,000016

9,99E6 —-1,99E7 0 2,49E7 1000 0,000135

Hasil perhitungan yang diperoleh memperlihatkan bahwa sama dengan hasil

verifikasi dari perangkat lunak SAP2000.

6.4 Elemen Segiempat Bilinier (Q4)

Diketahui suatu kantilever dengan beban seperti terlihat pada Gambar
6.16, dalam subbab ini, penyelesaian studi kasus menggunakan asumsi bahwa
struktur dibagi menjadi satu elemen segiempat bilinier Q4. Latihan soal ini

diambil dari buku Grandin [3] halaman 252.

I> 4(2,9)

— 2P

3 (8,6)
O,

2 (8,3)

—p P

[>1 2.2)

Gambar 6.16 Struktur kantilever dengan elemen Q4.
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Material £ = 30000000 Psi (atau £ = 206842,74 MPa) dan v = 0,3. Tebal elemen
adalah 0,1 inch (2,54 mm). Besar beban P adalah 5 Ib (22,2411 Newton).

m Joint Displacements - g
Joint 1D 3
1 2 3
Trang 6.628E-06 0.00000  -1.969E-06
Ratr 0.00000 0.00000 0.00000
m Joint Displacements ‘ “
Jaint 1D 2
1 2 3
Trang 4 457E-06 0.00000 0.00000
Ratr 0.00000 0.00000 0.00000

Gambar 6.17 Hasil analisis dengan SAP2000.

TIME 1000 QISP HAG 134906
3

ADINA: AUI version 8.6.2, 15 February 2012:

Licensed from ADINA R&D, INC.

Finite element program ADINA, response range type load-step:
Listing for point 2:

TIME Z*DZIISPLNZEMENT 3-DISPLACEMENT
1 0. 00000E+0D 0. 0000DE+OD 0.00000E+D0D
1.00000E+00 4.45695E-06 -3.03570E-07

Listing for point 4:
TIME 2-DISPLACEMENT 32-DISPLACEMENT

0. 00000E+00 0. 0.00000E+00
1.00000E+00D 6.62833E-06 -1.36300E-06

=+= End of Tist.

Gambar 6.18 Hasil analisis dengan ADINA.

Perhitungan secara manual langkah demi langkah sebagai berikut,

x; =2 ;

XZ=8 5

yi=2
y2=3
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x;3=8 ; ;=06
xX4=2 y4=9
Wi=w;=1,0
v=0,3

E =30000000 Psi
t=0,1 inch

a. Titik Nodal 1:
&=-0,5773
n=-0,5773

Matrik jacobian atau [J;] diperoleh sebagai berikut,

xl
[J]:l{—(l—n) (I-n) d+n) —(1+77)} X,
Yoal-(1-9 -(1+9 (1+H (-9 || x
Xy
[Jl]:|:‘]ll J12:|
J21 J22
|[J1]|=J11J22_J12J21
J J
C]=0,1" = { i }
|[J1]| _J21 ‘]11
1000?”?12 g 8
[B,]={0 0 0 1| > **% X
o o 1, T,
0110
0 0 I, I,
N, O N, O N, 0 N,
N, O N, O N, 0 N,
O N, O N, 0 N, 0
o N, O N, 0 N, 0
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b. Titik Nodal 2:
£=0,5773
n=-0,5773

Matrik jacobian atau [J,] diperoleh sebagai berikut,

xl
: ]:1{—(1—77) (=) (1+m) —(1+77)} x,
ToAl1-9) 1+ (1+H (-9 || x
Xy
[J2]=|::‘;11 j12:|
21 22
H:Jz}‘:']n'jzz_']lz‘]zl
- 1 _']22 _le
C,1=[8,]" ==
2 2 H:J2j| _—le J“
1 0 0 O _rll rlZ 0 0
r, r, o0 0
[B,]=]/0 0 0 1 X
o o I, I,
01 10
0 0 I, I,
N, O N, O N, 0 N,
N, O N, O N, 0 N,
o N, O N, O N, O
o ~, O N, O N, 0
[k,]=[B,1[EI[B,1¢[[3,] W, W,
c. Titik Nodal 3:
£=0,5773
n=0,5773
Matrik jacobian atau [J3] diperoleh sebagai berikut,
X
[J]:l{—(l—ﬂ) (I=n) (1+m) —(1+77)} X,
o419 1+ 145 (-9 || x
x4

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT.

N
W2
Vs
Vs

N
Y2
Vs
Y4

104



Bab 6 - Latihan Soal dan Pembahasan

[J3]:|:J11 ‘]12:|
J21 ']22

|[J3]| =JyJyn —Jndy

1 1 Jzz _le
[Fa]:[J3] = { i|

|[J3]| _J21 J11
1 O 0 0 11 FIZ O O
r, r 0 0
[B,]=|0 0 0 1| > % X
0o o I, I,
0110
0o o0 I, I,
N, O N, O N, O N, O
N, O N, 0 N, 0 N, 0
o N, O N, O N, 0 N,
o ~, O N, O N, 0 N,
[k,]=[B, ' [E)[B, ¢ [[3,]w, W,
d. Titik Nodal 4:
&=-0,5773
n=0,5773
Matrik jacobian atau [J4] diperoleh sebagai berikut,
XN

[J ]:l|:_(1_77) (1_77) (1+77) —(1+77):| X,
TR -0 —+0) 1+ (1-9) |
Xy V4

[J4]=|:J11 J12:|
J21 J22

|[J4]| = J11J22 _J12J21

C1=[J.1T" = 1 J22 _le
[ 4]_[ 4] _|[J4]| _le J11
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r, r, 0 0
Loo o)™ 0}
[B,J=|0 0 0 1 > % X
o1 1 02 © Dnle
0 1—‘21 FZZ
N, O N, O N, 0O N, 0
N, O N, O N, 0 N, 0
0O N, O N, O N, 0 N,
o N, O N, O N, 0 N,

Selanjutnya menghitung matrik kekakuan gabungan sebagai berikut,

[k] = [ki] + [ke] + [ks] + [Kq]

Matrik [K] tersebut berukuran 8x8.

Dengan menerapkan kondisi batas, dimana pada titik nodal 1 dan titik nodal 4
terdapat tumpuan, sehingga translasi horizontal dan translasi vertical dicegah,
maka u; = v; = uy = v4 = 0, sehingga persamaan matrik kekakuan menjadi

berukuran 4x4 sebagai berikut,

1,52E6  -3,55E5 -4,19E5 2,22E5 u,
k] = -3,55E5 199E6 -1,39E5 -1,61E6 v,
4,195 -1,39E5 1,67E6  7,17ES5 u,
2,22E5 -1,61E6 7,17E5 2,19E6 vy

Matrik beban (pada titik nodal 2 dan titik nodal 3) sebagai berikut,

5 U,
0 12
iy = ’
10 u,
0 v,

Selanjutnya dapat dihitung matrik peralihan (unit satuan dalam inch) sebagai

berikut,
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[K].{d} = {r}
{d} = [k]".{r}
0,0000048324 u,
) = 0,0000000451 v,
0,0000063589 u,
—0,0000015566 v,

Hasil perhitungan yang diperoleh memperlihatkan bahwa hasilnya hampir sama
(%-relatif perbedaannya kecil) dengan hasil verifikasi dari perangkat lunak

SAP2000 (Gambar 6.17) dan ADINA (Gambar 6.18).

6.6 Penutup

Pembahasan soal-soal latihan dalam Bab 1 sampai dengan Bab 6 ini
hanya mempelajari perhitungan matrik [B], matrik [k], dan menghitung deformasi
titik-titik nodal. Pembahasan lebih lanjut mengenai perhitungan tegangan dan
regangan di titik nodal selengkapnya akan dibahas pada Lampiran.

Pada bagian Lampiran juga dibahas tambahan contoh-contoh soal agar
mahasiswa dapat lebih memahami permasalahan elemen batang, elemen balok,

elemen segitiga CST, dan elemen segiempat Q4.
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LAMPIRAN

Dalam lampiran ini disertakan beberapa latihan soal tambahan disertai
dengan pembahasannya. Selain model elemen dengan beban terpusat di titik
nodal, terdapat pula contoh studi kasus elemen dengan beban merata, yang
selanjutnya diidealisasikan menjadi beban pada titik nodal. Selain itu perhitungan
mencakup penyelesaian menghitung tegangan dan regangan yang terjadi pada

titik-titik nodal yang ditinjau.

L1.1 Latihan Soal Pertama — Elemen Batang (Bar)

Diketahui struktur batang seperti terlihat pada Gambar 6.1. Elemen 1
mempunyai ukuran penampang persegi 300 mm x 300 mm. Elemen 2 mempunyai
ukuran penampang persegi 200 mm x 200 mm. Elemen 3 mempunyai ukuran
penampang persegi 300 mm x 300 mm. Batang terbuat dari baja dengan modulus
elastisitas 200000 MPa. Panjang masing-masing elemen 1 meter. Besar beban P

adalah 500 kg. Hitunglah deformasi yang terjadi pada struktur batang tersebut.

|

Gambar L1.1 Struktur batang dengan beberapa beban terpusat.

Terdapat tiga elemen batang, dengan masing-masing batang mempunyai dua titik

nodal. Penomoran elemen dan titik nodal sebagai berikut,
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Gambar L1.2 Penomoran elemen dan titik nodal.

Perhitungan selengkapnya telah dibahas pada Bab 6 sebelumnya, yaitu telah dapat

dihitung u; , u; dan u4 (unit satuan mm) dan u«; = 0 sebagai berikut,

(d} =[k]".{r}
(AE AE _AE 0 T
’ 4 EL AE LA Eooag| |5 |70
= = A L & —2pt=1-0,00293
L L 1L L P 0,00320
. AE AE ’
L L L |

Menghitung tegangan dan regangan titik nodal,
{0} = {E} &}

Elemen 1:

A=u,—u, = -0,00109 — 0 =-0,00109 mm
A 0,00109

L, 1000

=0,00000109 mm/mm

o =E.e=200000.0,00000109 = 0,218 MPa

Elemen 2:

A=u,—u, = -0,00293 - 0,00109 =-0,00184 mm

A 0,00184

L, 1000

=0,00000184 mm/mm
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o = E.e=200000.0,00000184 = 0,368 MPa

Elemen 3:

A=u, —u, = -0,00320 - 0,00293 = -0,00027 mm

g =B 000027 _ 4 46000027 mm/mm
L, 1000

o = E.e=200000.0,00000027 = 0,054 MPa

L1.2 Latihan Soal Kedua — Elemen Segitiga Linier (CST)

Diketahui suatu elemen segitiga dengan beban seperti terlihat pada
Gambar L1.3. Dalam lampiran ini, penyelesaian studi kasus menggunakan asumsi
bahwa struktur dibagi menjadi 2 (dua) elemen segitiga linier CST seperti
ditampilkan pada Gambar L1.4. Struktur menggunakan material dengan nilai
modulus elastisitas (£) sebesar 20000 MPa dan rasio poisson (v) sebesar 0,3.

Tebal elemen adalah 300 mm.

500 mm
P=25000 N

A
Y

2000 mm

Gambar L1.3 Struktur elemen segitiga.

Penyelesaian sebagai berikut, pertama dilakukan penomoran titik nodal dan

penomoran elemen (Gambar L1.4).

4

Gambar L1.4 Penomoran titik nodal dan elemen.
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Selanjutnya adalah menghitung matrik kekakuan elemen 1 dan elemen 2.

Elemen 1:
x;=0 ;Xj=2000 ; Xm = 1000
y;i=0 ;yj=0 3 Ym = 250
t =300 mm

A1 =0,5x 2000 x 250 = 250000 mm?

Menghitung Matrik [Bq]:
1 Bi 0 Bj 0 Pm O -0.0005
[Bil= — 0 ~ 0~ 0 m|=| o
1 A i’ 0 m
~i By B m Pm -0.002

Selanjutnya menghitung matrik [kq]:

[k11=[B111.[E1[B]].tA

0 0.0005 0

-0.002

0 -0.002

-0.0005 -0.002 0.0005

0
0

0.004

0

0.004

0

Matrik [ki] ini berukuran 6x6, oleh karena itu disusun ulang supaya menjadi

matrik berukuran 8x8, dikarenakan d.o.f struktur gabungan tersebut ada 8 (4 titik

nodal).

( 2719780e6  1071428¢6  1.895604e6
1071428¢6  6.737637e6  82417.582417
1.895604e6  $2417.582417  2.719780e6

k(] = -82417.582417  6.449175¢6  -1.071428¢6
1 -4615384e6  —1.153846e6 —4.615384e6
-989010.989010 -1.318681e7 989010.989011
0 0 0
\ 0 0 0
Elemen 2:
xj=0 ;Xj=1000 3 Xm =0
yi=0 ;yj=250 3 ¥Ym = 300
t=300 mm

A1 =0,5x 1000 x 500 = 250000 mm?
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6.449175e6  —1.153846e6 -1.318681e7
—1.071428e6 —4.615384e6 989010.989011
6.737637e6  1.153846e6  -1.318681e7
1.153846e6  9.230769e6 0
—1.318681e7 0 2.637363e7
0 0 0
0 0 0
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Menghitung Matrik [B5]:

. B0 B 0 Pm 0 —0.0005 0 0001 0 -0.0005 0
[Ba]= A 0~ 0~ 0 m|= 0 -0.002 0 0 0 0.002
OBy Biom Pm —0.002 -0.0005 O 0001 0.002 -0.0005

Selanjutnya menghitung matrik [ko]:
[ko] = [Bo]T.[E].[B>].t.A5
Matrik [ky] ini berukuran 6x6, oleh karena itu disusun ulang supaya menjadi

matrik berukuran 8x8, dikarenakan d.o.f struktur gabungan tersebut ada 8 (4 titik
nodal).

Selanjutnya dapat dihitung matrik kekakuan struktur (matrik kekakuan total) atau

matrik kekakuan gabungan sebagai berikut,

(k] = [kq] + [kp]

U, v, U, Vs, Ug Vg Uy Vs
3.43956e6 2.142856e6 1.895604e6 —82417.582417 -5.43955%e6  -2.1428361e6  -1.895604e6  82417.382417
2.142856e6 1.3475274e7  B2417.582417  6.440175e6  -2.1428561ef  —1347527e7  -B2417.382417 —6.449175e6
1.895604e6  82417.582417  2.71978e6 -1.071428:6 46153846 989010989011 0 0

Kl = -82417.382417  6.449175e6  -1.071428e6  6.737637e6 1.153846e6 —-1.313681e7 0 0

[ ]_ —5439559e6 -2.1428561e6 —4.615384e6  1.153846e6 1.087912e7 0 —-824175.824175 989010.98%011
=2.1428561e6 13475277 989010.989011 -1.318681e7 0 2.695035e7 1.153846e6  -288461.538461
—-1.895604e6 -82417.582417 0 0 —-824175824175  1.153846e6 2.71978e6 —1.071428e6

\ 82417582417  —6.449175e6 ] 0 989010.989011 -288461.538461 —1.071428e6 6.7376374e6 )

Dengan menerapkan kondisi batas (syarat batas), maka dapat diketahui bahwa
titik nodal 1 dan titik nodal 4 terdapat tumpuan, sehingga translasi horizontal (u)
dan translasi vertikal (v) pada kedua titik nodal tersebut adalah NOL. Maka matrik

kekakuan struktur [K] dapat disederhanakan menjadi sebagai berikut:

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 114

[ 2.719780e6 1.071428e6 0 0 -824175.824175 —1.153846e6  —1.805604e6  82417.582417 )
1.071428e6 6.737637e6 0 0 -989010.989011 -288461.538461 -82417.582417 —6.449175e6
0 0 00 0 0 0 0
[kz] — 0 0 00 0 0 0 0
-824175.824175 -98%010.989011 0 0  1.648351e6 0 —-824175.824175 989010.98%011
—-1.153846e6 -288461.538461 0 0 0 576923.076923  1.153846e6  —288461.538461
—-1.895604e6  —82417.582417 0 0 -824175.824175  1.153846e6 2.719780e6 -1.071428e6
\ 82417582417  —6.449175e6 0 0 989010.989011 -288461.538461 —1.071428e6  6.7376374e6 )




Uy Vo Us Vs

2719786 —1.071428e6 —4.615384e6 989010.989011
-1071428¢6  6.737637¢6 1.153846e6 —1.318681e7

[K1=| _s615384e6 1.153846e6 1.087912¢7 0
989010.989011 —1.318681e7 0 2.695055¢7

Matrik {r} sebagai berikut:
{r}=[25000 0 0 0]T

Menghitung matrik {d} sebagai berikut:
() =K ir)

Maka diperoleh (satuan dalam mm) sebagai berikut:

u,)  [0.037507
@ | 002255t
uy [ ]0.013521
v, | 0.009658

Hasil tersebut selanjutnya diverifikasi dengan perangkat lunak SAP2000. Hasil

analisis dengan SAP2000 selengkapnya ditampilkan pada Gambar L1.5.
4

Gambar L1.5 Hasil analisis dengan SAP2000.
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Kesimpulan yang didapat adalah bahwa hasil perhitungan antara manual dengan

SAP2000 adalah sama.

Selanjutnya menghitung tegangan-tegangan yang terjadi pada elemen 1 dan

elemen 2 ( keterangan bahwa unit satuan dalam Newton dan milimeter ).

{o} =[E].{e}
{o} =[E].[B].{d}
dimana,
21978.021978021978022 6593.4065934065934066 0
[E]= 6593 4065934065934066 21978.021978021978022 0

0 0 7692.3076923076923077

Maka untuk elemen 1,

00005 0 00005 O 0 0
[B1]=: 0 -0002 0 -0002 0 0004
—-0.002 -0.0005 —0.002 0.0005 0.004 0

0

0
0.037507
0.022551
0.013521
0.009658

dij =

0.00001875399247640002839
(&1} = [Bi].{d;} = —0.0000064712423403600917956
—0.000009657652542172380345

0.36950812690751650222718259
{o1} =[El.{e1} = —0.018572408734046885243975049
—0.074289634939787541115458091
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Maka untuk elemen 2,

00005 O 0001 O -00005 O
[B2]= 0 -0002 0 0 0 0002
—0.002 —0.0005 0 0001 0002 —0.0005

0

0
0.013521
0.009658

0

0

{do} =

0.000013520713559041332482
{e2} = [Ba2]. {da} = 0
0.0000096576525421723803581

0.2971585397501501644308576
(62} = [E]. {e2} = 0.08914756192774504933195728
0.074289634930787541062381982

Hasil tersebut selanjutnya diverifikasi dengan perangkat lunak SAP2000. Hasil

analisis dengan SAP2000 selengkapnya ditampilkan pada Gambar L1.6.
4

1

2
s
I Element Stresses - Area Planes
File View Options Format
Units: Az Noted
Area AreaElem Joint DutputCase | CaseType 511 522 533 512
Text Text Text Text Text N/mm2 N/mm2 N/mm2 N/mm2| |
» 1 1 2 DEAD LinS tatic 0.37 R E] 0 -0.074
1 1 3 DEAD LinStatic 0.37 0ma 0 0.074
1 1 1 DEAD Lirtatic 037 0.m3 0 -0.074
2 2 3 DEAD LinS tatic; 0.297 0.089 0 0.074
2 2 4 DEAD LinS tatic 0.297 0.069 0 0.074
2 2 1 DEAD LinS tatic 0.297 0.089 0 0.074
4] | ’
Recort [W[4] 10 [M] o6
\

Gambar L1.6 Hasil analisis dengan SAP2000.
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Kesimpulan yang didapat adalah bahwa hasil perhitungan antara manual dengan

SAP2000 adalah sama.

L1.3 Latihan Soal Ketiga — Elemen Segitiga Linier (CST)

Diketahui suatu kantilever dengan beban seperti terlihat pada Gambar L1.7.
Dalam penyelesaian studi kasus ini, digunakan asumsi bahwa struktur disusun
oleh 2 (dua) buah elemen segitiga linier CST. Diketahui struktur kantilever
dengan material £ = 30000000 Psi (atau £ = 206842,74 MPa) dan v = 0,4999.
Tebal elemen adalah 1 inch. Luas total elemen adalah 10x10 inch? (254x254 mm?)
atau luas masing-masing elemen adalah 0,5x10x10 inch? (0,5x254x254 mm?®).

Besar beban P adalah 1000 1b (4448,22 Newton).

A[>4 .

10 inch

A
A\ 4

10 inch
Gambar L1.7 Struktur kantilever.

Hasil penyelesaian dengan perangkat lunak SAP2000 selengkapnya ditampilkan
pada Gambar L1.8.
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13 Joint Displacements

Joint |D 2
1

Trans

Ruatn

-1.613E-05
0.00000

2
0.00000
0.00000

2
1.355E-04
0.00000

B Joint Displacements L

Joint 1D 4

1
Trans
Fatn

7. 742E-05
0.00000

Z

0.00000
0.00000

3

1.581E-04
0.00000

Gambar L1.8 Hasil analisis: deformasi struktur dengan SAP2000.

Sedangkan perhitungan manual selengkapnya sebagai berikut,

Menghitung matrik [E],
v=0,4999
E = 30000000 Psi
1 v 0 3,99E7 1,99E7 0
[E]:l_Ev2 v 1 0 |=|1L,99E7 3,99E7 0
0 o v 0 0  1,00E7
L 2 ]
a. Elemen 1
x,=0 ; x; =10 ; x,=0
y; =0 ;y,=10 ; Y, =10
t=1inch ; A=0,6.10.10 = 50 inch’
B=y,=y, B,=y,—, B,=y,—y,
a =X, =X, a;,=Xx,—x, a, =X, —X
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Menghitung matrik [By],
B0 B 0 B 0
B =710 7 0 7 0,
vi Bovi Bov. B
0 0o o1 0 -0,1 0

B,J=| 0 —01 0 0 0 0,1
01 0 0 01 01 -0,

Menghitung matrik [k;] dengan ukuran 6x6, yang kemudian disusun menjadi 8x8,

[k,1=[B,] .[E].[B,]+.4

b. Elemen 2
x,=0 ; x; =10 ; x, =10
y,=0 ; ¥;,=0 ; v, =10
t=1inch ; 4=10,6.10.10 = 50 inch’
Bi=y,=¥, Bi=Y,— B,=y,~y,
a; =X, X, a;,=x,—Xx, a, =X, —X

Menghitung matrik [B,],
g0 B 0 B, 0
B,]=—|0 y» 0 -0
[ 2] 2A 7/! 7// 7/’”
i Bovy Bove B

01 0 01 0 0 O
B,J=| 0 0 0 -01 0 0,1
0 -01 -0,1 01 01 0

Menghitung matrik [k;] dengan ukuran 6x6, yang kemudian disusun menjadi 8x8,

[k,]=[B,] .[E].[B,]+.4
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Selanjutnya menghitung matrik kekakuan elemen total, ukuran 8x8,

[k] = [ki] + [k2]

Selanjutnya dengan menerapkan kondisi batas, dimana pada titik nodal 1 dan titik
nodal 4 terdapat tumpuan, sehingga translasi horizontal maupun vertikal pada
kedua titik nodal tersebut sama dengan nol. Maka matrik kekakuan elemen [k]

dapat ditulis menjadi sebagai berikut berukuran 4x4,

2,49E7 -1,49E7 -5,00E6 9,99E6
[k]: -1,49E7 2,39E7  5,00E6 —1,99E7

-5,00E6 5,00E6  2,49E7 0

9,99E6 —1,99E7 0 2,49E7

Matrik beban {r} yaitu beban terdapat pada titik nodal 2 dan titik nodal 3 saja,

1000

]o
=1,

1000

Maka dapat dihitung sebagai berikut (satuan deformasi dalam inch),

[k]{d} = {r}

{d} = [k]"{r}
2,49E7 —1,49E7 -5,00E6 9,99E6 | (1000 0,000077
() = ~1,49E7 2,39E7 5,00E6 —1,99E7 0 | | 0,000158
| =5,00E6 5,00E6 2,49E7 0 0 [ ]-0,000016

9,99E6 —1,99E7 0 2,49E7 1000 0,000135

Hasil perhitungan yang diperoleh memperlihatkan bahwa sama dengan hasil

verifikasi dari perangkat lunak SAP2000.

Selanjutnya menghitung tegangan-tegangan yang terjadi pada elemen 1 dan
elemen 2 ( keterangan bahwa unit satuan dalam Ib dan inch ).

{o} = [E].{g}

{o} = [E].[B].{d}
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dimana,

3.0004667010874122262e7 1.90033534488643973710e7
[E] = 1.9993334488645973719¢7 3.9994667910874122262¢7
0 0

Maka untuk elemen 1,

0 0 01 0 -01 0
B,J= 0 -01 0 0 0 01
0,1 0 0 01 01 -0,1

0
0
-0.000016129454981547445749
0.00013548174772426536392
0
0

{di} =

—0.0000016129454981547445749

{e1} =[Bi].{di} = 0
0.000013548174772426536392

—64.509219557038438631329364
{o1} =[E].{&1} = | —32.248138856363515472166397
135.4907804429613613623978

Dalam satuan N dan mm,

—0.445
{o1} =[El{e1} = | _pam
0.934

Maka untuk elemen 2,
-0,1 0 0,1 0 0 o0
[B,]=| O 0 0o -0,1 0 0,1
0o -01 -01 0,1 01 0
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0
0
0.00007742035356682497438
0.00015805472749077372286
-0.000016129454981547445749
0.00013548174772426536392

o} =

{ 0.000007742035356682497438
{2} = [Bz].{d2} = | —0.000002257297976650835894
|.0.0000064504918942401302731

(" 264.5092195570384386182963
{63} = [E].{e2} = | 64.50921955703843864732671
| 64.500219557038438629371853

Dalam satuan N dan mm,

(1.8241)
{oo} =[E]l{&2} = | pags
\ 0445 )

Hasil tersebut selanjutnya diverifikasi dengan perangkat lunak SAP2000. Hasil
analisis dengan SAP2000 selengkapnya ditampilkan pada Gambar L1.9.

Kesimpulan yang didapat adalah bahwa hasil perhitungan antara manual dengan

SAP2000 adalah sama.
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A

C5T1

lement Stresses - Area Planes

File View Options Format
Urits: &s Moted

Area AreaElem Joint OutputCaszse | CaseType 511 522 533 512
Text Text Text Text Text Lb/in2 Lb/in2 Lb/in2 Lb/in2
» 1 1 2 DEAD LinStatic £4.51 -32.25 1] 135.45
1 1 3 DEAD LinStatic £4.51 32.25 a 135.49
1 1 1 DEAD LinStatic £4.51 -32.25 a 135.43
2 2 4 DEAD LinStatic 264.51 E4.51 1] E4.51
2 2 2 DEAD LinStatic 25451 E4.51 a E4.51
2 2 1 DEAD LinStatic 264.51 E4.51 a E4.51
(a). Satuan 1b dan inch.
Area AreaElem Joint OutputCasze | CazeType 511 522 533 512
Test Text Test Text Text N/mm2 N/mm2 H/mm2 N/mm2|
1 1 2 DEAD LinStatic -0.445 0.222 1] 0934
1 1 3 DEAD LinStatic -0.445 0.222 1] 0934
1 1 1 DEAD LinStatic -0.445 0.222 1] 0934
2 2 4 DEAD LinStatic 1.824 0.445 1] 0.445
2 2 2 DEAD LinStatic 1.824 0.445 1] 0.445
2 2 1 DEAD LinSkatic 1.824 0.445 1] 0.445

(b). Satuan N dan mm.
Gambar L1.9 Hasil analisis dengan SAP2000.

L1.4 Latihan Soal Keempat — Elemen Segiempat Bilinier (Q4)

Diketahui balok beton dengan modulus elastisitas sebesar 23500 MPa dan rasio

poisson sebesar 0,3. Balok mempunyai bentuk penampang persegi panjang 300

mm X 500 mm. Panjang bentang balok 2 meter. Beban yang bekerja adalah beban

terpusat sebesar 3000 kg (Gambar L1.10).

‘F

Gambar L1.10 Balok dengan beban terpusat P.
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Pertanyaan: Hitunglah deformasi yang terjadi pada tiap-tiap titik nodal struktur
balok tersebut, apabila dikerjakan dengan memodelkan balok sebagai satu elemen

segiempat bilinier (Q4).

Penyelesaian sebagai berikut:

Perhitungan secara manual langkah demi langkah sebagai berikut,

x;=0 ; yi=0
x> =2000 ; y2,=0
x3=2000 ; y3=500
x4=0 ; y4=500
Wi=w;=1,0

v=0,3

E=23500 MPa

=300 mm

a. Titik Nodal 1:
&=-0,5773
n=-0,5773

Matrik jacobian atau [J;] diperoleh sebagai berikut,

XN
[J1]={_(l_n) (=) (1+m) —(1+77)} X ¥
4l-(1=-9) —(+g) (+g) (d=¢) J|x ¥
Xy V4
Jll J12
[Jl] ) |:J21 J22:|

|[J1]| =JnJp —J 1y

r,]=[J,]" =ﬁ{

J22 _J12:|
_J21 J11
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N, O N,, 0 N, N, O

N, O N, 0 N, N, O
o N, O N, O N, 0 N,
o ~, O N, O N, 0 N,

[k,1=[B,1"[EI[B,]¢|[3,] W, W,

Diperoleh nilai [k;] sebagai berikut,

r 3
[1989%10° 7834x10° 1503x10° —-3251x 10° —5323x 10° 2097 x 10° —1.607 x 10° -2.487 x 10°

7834 x lﬂj 4926 x 105 2487 = 105 1.185 x 106 2097 = 105 =135319 = 106 3251 = 105 —4.783 = 1[]6
1.503 x loj —2487 = ]US 4222 % le =2.087 = ]ﬂs —4.024 x 104 6.636 x l".}‘4 -5323x l'}j 3918 = lﬂj
e =325l = lﬂj 1.185 = 106 2087 = 105 4509 x 103 8.701 % 104 =3.172 % 105 4477 % 105 1319 = 1[]5
1o
5323 x 100 -2097x 10° 4024 x 10° 8701x10° 1425x10° se13x10° 4301x10° 6656 10°
2097x10° -1319x 10° 6656 x 10" 3.172x10° 5613x 107 353x10° $701x 10" 1283 x 10°
1607 10° 3251 10° -5323x 107 4477x10° 4301x10° 8701x10° 1709x 105 2097 10°
i\—l.-iﬂ? " lﬂj —4.793 = ]06 3918« loj -1.319 = 106 6.656 x 10‘1 1283 x 106 =2.097 = 105 4829 % 106
b. Titik Nodal 2:
£=0,5773
7 =-0,5773

Matrik jacobian atau [J,] diperoleh sebagai berikut,

N
[J]:l{—(l—n) (1=1) (1+1n) —(1+77)} X0
YTal- 1+ 1+ (-9 || x n

Xy V4

[Jz]:|:Jll J12:|
J21 J22

H:Jz:”:‘]lrjzz_']lz‘]zl
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g, —J
[rz] — [J2 ]—1 — 1 22 12
‘[JJ __le ']11
1 000 RIRET
r, r, 0 0
[B,]=|0 0 0 1 > % X
o110/ O Tnwle
0 0 I, I,
N. O N, 0 N, 0 N, 0
N, O N, 0 N, 0 N, 0
0O N, O N, O N, 0 N,
o N, O N, O N, 0 N,

[k,1=[B,T[E][B,1¢|[3,] W, W,

Diperoleh nilai [k,] sebagai berikut,

s

422x 100 2097x10° 1503x 107 2487x 10° —5323x 100 3918 x 10° —4.024 x 10° 6,656 x 10°

2.097 x 105 4.508 x IDS 3.251 x 105 1.185 x ]06 =-4477 x 1'{!'rl -1.319 x 106 =-8.701 x IID'i =3.172 % 105

1503x 107 3251x10° 1989 10° —7834x10° -1.607x 10° 2487x10° -5323x10° 2097x 10°

1.185 = lﬂl& =7.834 % ll]IS 4926 x 106 3251 x 105 —4.793 = 106 2097 % le -1319 % 10l6

=3.323x 105 4477 = ll.'lS =1.607 x ll}ﬁ 3251 % ]l]j 1.709 x 106 2,097 x 105 4301 = ll.'iS =8.701 x 104

-3918 % 1[]j -1319 = 10‘5 2487 x ll)5 4793 x 106 2097 %100 4829 1[]6 —6.636 = l'D4 1.283 = 11}6

L

2487 = 10

—4024 = 10;1 —5.701 = 104 —5323x 107 2097x 107 4301 x 105 —6.636 x 104 1425 = l(lj =5.613 x llIf1

\ —6.636 x 104 =5.172 = 10j 2097x 100 -1319x ll]6 -8.701 x 1[]4 1283 x 1[]6 =3.613 % 104 3.53% 100

c. Titik Nodal 3:
£=0,5773
n=0,5773
Matrik jacobian atau [J3] diperoleh sebagai berikut,

XN
_ 1 =(-m d-m  (+n) —(1+n) | x5 ¥
41-(1-5) -(+%) 1A+5 (-9 J|x »

Xy Wy

[J5]
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J

[J ]= 11
’ J21

J

12

J22

|[J3]| =JyJyn —Jndy

[r ]_[J ]7] _ 1 J22 _J|2
34 3 -
|[J3 ]| Iy I
r r 0 0
11 12
1 0 0 O r r 0 0
[B,]=|0 0 0 1| * = X
0 o I, I,
0O 1 1 0
0 0 I, I,
N, O N, 0 N, 0 N. 0
N, O N, O N, 0 N, 0
0 Nl,g 0 Nz,‘f 0 N3,§ 0 N4’§
o N, O N, O N, 0 N,
T
[k,]1=[B, T [EI[B;1¢[[3,] W, W,
Diperoleh nilai [k;] sebagai berikut,
I
1425% 100 5613% 10° 4301x10° 6656 x 107 —5323x 107 —2.007x 10° —4.024x 10° §701 x 10°
se13x 107 353x 100 s701x10° 1283 10° 2007x 10° -1319x 10° G656x 10° 3472 10°
1301x10° 8701x10° 1709x 10% —2007x 10° —1607x 10° 3251 % 10° —5323x 100 4477 10°
5| 6656 100 1283x10% 2007100 4820 10° —2487x 107 —4703x 10° 3918x 100 -1319x 10°
=5323 = 105 =2097 % lﬂj =1.607 = lﬂs =2487 = l'DS 1.980 = l|:l‘5 7834 = ll:lS 1.503 = 105 =3251 = 105
=2.097 x lﬂj -1319 = 106 =3251 = 105 —4.793 = lﬂﬁ 7.834 = IDS 4.926 x 106 2487 = ll]':i 1.185 x 106
4024 x 100 66%6x 100 —5323x10° 3918x 10° 1503x 10° —2487x 10° 422 x10° -2097x 10°
8.701 = 1[]_l 3172 = lﬂj 4477 % 105 —131%9 = l'ﬂﬁ —3251 = 105 1.185 = “}6 2097 = 10'5 4.509 = lﬂj
d. Titik Nodal 4:
£ =-0,5773
5n=0,5773
Matrik jacobian atau [J4] diperoleh sebagai berikut,
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XN
1= 1{—(1—77) (-7 (1+7) —(1+77)} X, ¥
J=—
41-(1-8) —(1+8 A+8) (A=) || x ;s
Xy Vs
J 1= Jiy Y
[J,]1= g
21 22
|[J4]|=J|1J22_J12J21
C1=[J.1T" = 1 J22 _le
[ 4]_[ 4] AT
|[J4]| _le Jll
T T 0 0
1 00 of " "
r, r,, o0 0
[B,]=/0 0 0 1 X
0 o I, I,
0 1 1 0
0 0o I, T,
N, O N, O N, O N, O
N, O N, O N, 0 N, 0
0O N, O N, 0 N, 0 N,
0 N,ﬂ 0 Nzﬂ 0 NS’,] 0 N4’,7
T
[k,]=[B,J [EI[B,1¢[[3,] W W,
Diperoleh nilai [k4] sebagai berikut,

(1709% 105 2007x 107 4301x 10° 8701 x 10° 5323 % 10° 4477 % 10° —1.607x 10° 3251 10°
2097100 2829 10° 6656 100 1283x10° -3918x 100 -1319% 10° 2487x 107 —4793 x 10°
4301x10° 6656107 1425x10° 5613 x 107 —4024x 10° -8.701x 10° =5323% 10° 2097 10°

o 8701 x 10" 1283x10° —s613x 10 353x100 —6656x 10" —31m2x 10° 2007x 107 1319 16°

25323 10° -3918x 10° —4.024x 107 —6656x 107 4222x10° 2097x10° 1503x 100 2487x 10°
4477 % 10° —1319% 10° 8701 10° 3.172x10° 2097x 107 4509 10° 3251x10° 1185 10°
1607 x 10° 2487x 100 —5323x 100 2097x 100 1503x 100 3251x10° 1989x 10° 7834 x 10°

L3251%10° —4793x 10° 2007 10° -1319%10° 2487x10° 1185 10° -7834x10° 4926 10°

Selanjutnya menghitung matrik kekakuan gabungan sebagai berikut,
[k] = [ki] + [kz2] + [ks] + [Kq4]
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Matrik [K] tersebut berukuran 8x8.

[=.%

)
1262x10° 1259 10° 1161 x 10° 0684 10% 2120 % 10° -1.250 x 10° 3204 % 10° 9684 x 10°

1259 x lt'l‘s 1.056 x IEI-Jr 9.684 x 104 4.936 x lﬂ‘5 -1259 % lDl6 =5.275 = 1‘)‘5 -9.684 x 10'1 -1.022x 10?

1161 10° 0688 x 10%  4262x 105 —1259 % 10° 3204 x 10% —0.684 x 10% 2120 % 10° 1259 10°

0684x 100 4936x 10° 1259 10° 1056x 107 9684 x 10% -1.022x10" 1259x 10° 5275 10°

K=
2120x10° 1259 x 10° 3204 % 10° o684 x 100 2262x 10° 1259x 10° 1161x10° 0684 x 10
21259 10° —5275 % 10% —0.684 ¢ 10° —1022x 107 1259x 10° 1056x 107 9e6six10® 2936 10°
23204 10° 9684 x 10% 2129 10° 1259% 10° 1161x10° o684 10° s262x 10° -1259x 10°

)
L9685 10 1022107 1259 10° 5275 10% 0634 10% 4936 10% —1250x 10% 1056 10

Dengan menerapkan kondisi batas, dimana pada titik nodal 1 dan titik nodal 4
terdapat tumpuan, sehingga translasi horizontal dan translasi vertical dicegah,
maka u; = v; = v, = uy = vy = 0, sehingga persamaan matrik kekakuan menjadi

berukuran 3x3 sebagai berikut,

4.262 x lﬂ'ﬁ =32% x 1l;1ﬁ —9.634 x 104

K=|_3204x 106 4.262 x l'&6 1.259 x lll}6

9684 107 1259% 10° 1056 107

Matrik beban (satuan Newton) sebagai berikut,
{ 0
E = 0
| —2.043 x 10°

Selanjutnya dapat dihitung matrik peralihan (unit satuan mm) sebagai berikut,
[k].{d} = {r}
{d} = [k]".{r}

~33
[ 1s4x 1073

d=| 208810 °

| =3.022 x 10~?
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Hasil perhitungan yang diperoleh memperlihatkan bahwa hasilnya hampir sama
(%-relatif perbedaannya kecil) dengan hasil verifikasi dari perangkat lunak

SAP2000 (Gambar L1.11).

i X-Z Plane @ Y=0 p— e

loint Displacements

File V\iew Format-Filter-Sort Select Options
Urits: As Nobed | Joint Displacements
Joint DutputCase | CaseType u1 uz2 u3
Text Text Text mm mm mm
> 1 [ DEAD | LinStatic 0 0| 1]
2 DEAD | LinStatic | 0.001508] 0| 1]
3 DEAD | LinStatic 0.002247 0| 0.003127|
4 DEAD LinStatic ] i 1]

Gambar L1.11 Hasil perhitungan dengan SAP2000 (satuan mm).

L1.5 Referensi

1. Computer and Structures, Inc. 2006. “SAP2000 version 8.3.8 Reference”,
Computer and Structures, Inc., Berkeley.

2. Cook, R.D., Malkus, D.S., Plesha, M.E., Witt, R.J. (2002). “Concepts and
Applications of Finite Element Analysis”, John Wiley and Sons, Inc., New
York, USA.

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 131



3. Grandin, H. (1986). “Fundamentals of The Finite Element Method”,
Macmillan Publishing Company, New York, USA.

4. Kuntjoro, W. (2005). “An Introduction to The Finite Element Method”,
MacGraw-Hill Education Asia.

5. ADINA R&D, Inc. (2009). ”ADINA version 8.6.2 Theory and Modelling
Guide Volume 17, ADINA R&D, Inc., 71 Elton Ave., Watertown, MA 02472,
USA.

Metode Elemen Hingga - Dr. Yosafat Aji Pranata, ST., MT. 132



	YAP-MEH-2018-1
	YAP-MEH-2018-2

